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Presentacion

| objetivo principal fue escribir un libro que ustedes los estudiantes pudieran leer, entender y

disfrutar. A lo largo del libro se utiliza un lenguaje claro y preciso que propicia la generacion de

conocimientos que, por lo general, resultan dificiles de comprender y aprender. Se utilizan oraciones
cortas, explicaciones claras y muchos ejemplos resueltos a detalle. Los temas fundamentales de cilculo
diferencial permiten cimentar bases mas sélidas entre los conocimientos de dlgebra, geometria y trigono-
metria, asi como de geometria analitica; todas las definiciones y explicaciones son sencillas y claras para
que el estudiante adquicra habilidad en la ejercitacion de problemas mediante el razvonamiento inductivo.
La didactica que se desarrolla en el texto se fundamenta en una exposicion de conceptos introductorios y
ejemplos demostralivos, asi como, una diversificacion en el planteamiento del problema. Los problemas,
ejercicios y practicas que se desarrollan a lo largo de las unidades utilizan dislintos lipos de reaclivos,
lo cual permile tener una evaluacién continua del proceso enseflanza-aprendizaje. Se hace énfasis en el
incremento gradual de la complejidad de cada ejercicio hasta lograr el cambio de la memorizacién por
un razonamiento mds analitico en el planteamicnto y desarrollo del proceso de solucién de un problema
determinado. Al final del libro se encuentran las respuestas a los ejercicios impares para ayudar al estu-
diante a evaluar el proceso de solucién con la respuesta a dicho problema. Los contenidos de este libro
tienen como propdsito facilitar el estudio de las matematicas.

Agradezco el apoyo de cada uno de los compaiieros de academia local, eslatal y nacional para la
revision de este material. Asimismo, a todas las autoridades educativas que confiaron en mi esfuerzo y
dedicacién para lograr contenidos de alta calidad. De igual forma agradezco al editor, por su esmerada
alencién a la impresion de esta obra. Por dllimo a mis ex-alumnos y en especial a mi familia a quienes
distingo con este mensaje [ilosdfico. El sendero de la educacion nos permite mediante el esfuerzo v la
perseverancia encontrar los ideales de la vida y cristalizarlos como un mérito a nuestra virtud.

EL AUTOR
Q. I v Lic. Benjamin Garza Olvera
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Metodologia para el trabajo con este material
El material esta dividido en cuatro unidades, donde se desarrollan los contenidos actuales del programa
general de bachillerato tecnolégico. Cada unidad cuenta con una evaluacion diagnéstica, el desarrollo de
los diversos temas y una autoevaluacion.
Fvaluacion diagnéstica
Es una serie de ejercicios que sirven como repaso operativo, pero en general se busca desarrollar habili-
dades de logica, aritmética y dlgebra.
Cuadros de competencias genéricas y disciplinares
Se localiza en cada una de las actividades que favorecen el logro de competencias: en este apartado el
alumno, con la mediacion del maestro, deberd determinar cudles son las competencias genéricas y las
competencias disciplinares que estd desarrollando y escribir en el cuadro las que sean pertinentes.

Autoevaluacion

Es una coleccidn de ejercicios que ayudan a reforzar el trabajo desarrollado a lo largo de la unidad.

Competencias genéricas

e s S

1. Se conoce y valora a si mismo y aborda problemas y retos teniendo en
cuenta los objetivos que persigue.

Se autodetermina : S . >
2. Essensible al arte y participa en la apreciacion ¢ interpretacion de sus

Y catida ge af expresiones en dislintos géneros.

3. Elige y practica eslilos de vida saludables.
Se expresa y se 4. Escucha, interpreta y emite mensajes pertinentes en distinlos conlextos
comunica mediante la utilizacion de medios, cidigos y herramientas apropiados.

5. Desarrolla innovaciones y propone soluciones a problemas a partir de
Piensa critica y métodos establecidos.
reflexivamente 6. Sustenta una postura personal sobre temas de interés y relevancia general.

considerando otros puntos de vista de manera critica y reflexiva.

Aprende de forma | 7. Aprende por iniciativa e interés propio a lo largo de la vida.
autonoma

Trabaja en forma 8. Participa y colabora de manera efectiva en diversos equipos.
colaborativa

9. Participa con una conciencia civica y ¢élica en la vida de su comunidad,
region, México y el mundo.

Fargana g 10. Mantiene una actitud respetuosa hacia la interculturalidad y la diversidad
responsabilidad en . . - .
e de creencias, valores, ideas y pricticas sociales.

11. Contribuye al desarrollo sustentable de manera crilica con acciones
responsables.
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Evaluacién diagnéstica

1. De los siguientes conjuntos de pares ordenados indica si forman parte, o no, de una funcion.

a) {(2,10), (8,9), (9,8), (10,2)}
b) {(33,1), (28,99), (33, 8] {04

o [BREIGEIE3)

]

Si f(x) =L1. determina el conjunto finito de pares ordenados parax = {1.3.7,11.13}
12

3. ;Cuil es la diferencia entre dominio y rango?

4. Dada la funcién y=+/6+2x, encuenira el dominio y rango de f{(x).

5. 8i se tienen las funciones denotadas por f = {(1.2), (3.2), (5.1), (64)} y g = {(2,9). (4,1,
(6.5), (8.0)}]. encuentra (f + g} y (f — ).
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Funciones

Propésito de la unidad

Que el estudiante:

Conozca los antecedentes historicos del
cdlculo, asi como el concepto de funcion.
Identifique constantes, variables e inter-
valos.

Competencias disciplinares
.

Construye e interpreta modelos matemati-
cos mediante la aplicacion de procedimien-
tos aritmélicos, geomélricos y varacionales,
para la comprension y andlisis de situaciones
reales, hipotéticas o formales.

» Identifique y determine el dominio y rango 2. Formula y resuelve problemas matematicos,
de una funcidn. aplicando diferentes enfoques.

= Identifique los diferentes Lipos de funciones. 5. Analiza las relaciones entre dos o mis va-

= Analice e interprete los resultados mediante riables de un proceso social o natural para
la grifica de una funcidn. determinar o eslimar su comportamiento.

= Aprenda a realizar operaciones con fun- 8. Interpreta tablas, grificas, mapas, diagramas

ciones. y texlos con simbolos matemadlicos y cien-

tificos.

Contenidos que aborda la unidad

Conlenidos » Antecedentes historicos.
conceptuales 1 - Funciones.
» Clasificacién de los diferentes tipos de funciones.
= Anilisis grifico de funciones.
= Operaciones con funciones.
' Contenidos » Conceplualizara lo que es una funcién matemadtica.
procedimentales 4 » ldentificara diferentes formas de representar un intervalo, asi como el dominio
y el rango.
» Notara las diferencias entre los tipos de funciones existentes.
» Analizara las funciones mediante graficas.
» Resolvera problemas utilizando los conceplos basicos de las operaciones con
funciones.
Contenidos » Expresard ideas utilizando los conceptos bisicos de una funcion.
a-dadincles. » Colaborara con sus compaieros al resolver problemas.
» Aprenderd a valorar el trabajo de sus compaferos al resolver problemas.
= Contribuird con ideas de manera critica y acciones responsables a la hora de
trabajar en equipo.

http://bibliotechnia.com.mx/portal /visor/webl/visor.php 5/10
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1 UnipAD

CAICULO DIFERENCIAL

Antecedentes histéricos

El cdlculo infinitesimal es la rama de las matematicas que comprende el estudio y las aplicaciones del
cilculo diferencial y del cilculo integral.

El calculo diferencial se origind en el siglo xvu al realizar estudios sobre el movimiento, es decir, al
estudiar la velocidad de los cuerpos al caer al vacio, ya que ésta cambia de un momento a otro; la velocidad
en cada instante debe calcularse teniendo en cuenta la distancia que recorre en un tiempo infinitesimal-
mente pequefo.

En 1666, el cientifico inglés Isaac Newton fue el primero en desarrollar métodos matematicos para
resolver problemas de esta indole. Casi al mismo tiempo, el filosofo y matemiltico aleman Goltfried
Leibniz realizé investigaciones similares ideando simbolos matemdlicos que se aplican hasta nuestros dias.

Destacan también otros matemiticos por haber hecho trabajos importantes relacionados con el cilculo
diferencial. entre ellos, Pierre Fermat, matematico francés, quien en su obra disefid los métodos para de-
terminar los méximos y minimos. Dicha obra influencié a Leibniz en la invencion del calculo diferencial.

Fermat dejo casi todos sus teoremas sin demostrar, ya que por aquella época era comiin entre los ma-
temdlticos plantearse problemas unos a otros, por lo que frecuentemente se ocultaba el método propio de
solucidn, con el fin de reservarse el €xito para si mismo y para su nacion, ya que habia una gran rivalidad
entre los franceses, alemanes y los ingleses.

Nicolas Oresme, obispo de la comunidad de Lisieux, Francia, establecié que en la proximidad del
punto de una curva en la que la ordenada se considera maxima o minima, dicha ordenada varia mas
pausadamentie.

Tiempo después, Johannes Kepler coincidié con lo establecido por Oresme, lo que permilié a Fermat
igualar a cero la derivada de la funcién en su estudio de miaximos y minimos. las tangentes y las cuadra-
turas, debido a que la tangente a la curva en los puntos en que la funcién liene su maximo o su minimo,
es decir, la [uncidn, es paralela al eje x donde la pendiente de la tangente es nula.

Isaac Barrow, maestro de Newlton, quien por medio del triangulo caracteristico, determind que la
hipotenusa es un arco infinitesimal de curva y sus caletos son incrementos infinitesimales en que difieren
las abscisas y las ordenadas de los extremos del arco.

Empleando esas aportaciones, Newlon concibio el método de las fluxiones, considerando la curva como
la trayectoria de un punto que fluye: denomina momento de la cantidad fluente al arco corto recorrido en
un tiempo excesivamente pequeio. y llama razén del momento al tiempo correspondiente, es decir,
la velocidad.

Por lo tanto, fluente es la cantidad variable que se identifica como funcién: fluxién es la velocidad
o rapidez de variacion de la fluente, que se identifica como la derivada: al incremento infinitesimal o
instantineo de la fluente se le llama momento, mismo que se identifica como la diferencial.

El principio establece que los momentos de las funciones son entre si como sus derivadas.

La concepcion de Leibniz se logra al estudiar el problema de las tangentes y su inverso, basandose
en el triangulo caracteristico de Barrow, observando que el ridngulo es semejante al que se forma con la
tangente. la subtangente y la ordenada del punto de tangencia; asi mismo, es igual al tridngulo formado

por la normal. la subnormal y la ordenada del mismo punto. Los simbolos dx, ;.ry_' la palabra derivada
y el nombre de ecuaciones diferenciales sc deben a Leibniz.

Agustin Louis Cauchy, matemitico francés, impulsor del cilculo diferencial e integral, aulor de la
teorfa de las funciones de las variables complejas, basdndose para ello en el método de los limites: las
definiciones de funcion de funcién y la de funcion compuesta tambicn se deben a Cauchy.

Jacobo Bernoulli introduce la palabra funcién en el cilculo diferencial y la simbologia f(x) se debe a
Leonard Euler, ambos matematicos suizos. John Wallis enuncia el concepto de limite y la representacion
simbdélica lim se debe a Simon Lhuilier. El simbolo tiende a (—) lo implanté J. G. Leathem.

4
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UNIDAD ]

Funciones

Los procesos generales y las reglas pricticas sencillas del cdlculo diferencial se deben a Newton y a
Leibniz: sin embargo, por mds de 150 anos el cilculo diferencial continud basandose en ¢l conceplo de
lo inflinitesimal.

En el siglo x1x se han encontrado bases mds firmes y 16gicas al margen de lo infinitamente pequefio.

El calculo diferencial se ha ido desarrollando a través de los afios, consoliddndose como herramienta
técnico-cientifica empleada en el anilisis de procesos que contienen magnitudes en constante cambio.
Por ejemplo, la velocidad de las reacciones quimicas, los cambios atmosféricos, los desarrollos sociales
y economicos de las naciones, en la astronomia, la estadistica, elcélera.

A Newton y a Leibniz se les llama fundadores del cdlculo. ya que fueron los primeros en estudiar el
problema geométrico fundamental del cilculo diferencial, que se denomina problema de las tangentes,
en el cual hay que determinar las rectas tangentes a una curva dada.

EJERCICIO 1
Escribe les ll'm:ﬂs l. En tu cuaderno, contesta las siguientes preguntas y socializa tus respuestas.
w 1. ;Qué estudia el cilculo infinitesimal?
s 2. ;Qué aportaciones dicron origen al cilculo diferencial?
dmpamm 3. ;Cudl es el nombre de los fundadores del cilculo diferencial?
4. Cita la aportacion de Pierre Fermat al cdlculo diferencial.
5. Escribe los conceptos que establecio Nicolds Oresme en el estudio de los maximos
¥ minimos.
6. Describe el estudio de Isaac Barrow sobre el tridangulo caracteristico.
7. Explica los razonamientos de Isaac Newton sobre el método de las fluxiones.
8. Describe la aportacion de Gottfried Leibniz al cilculo diferencial.
9. ;Qué aportaciones hizo Agustin Louis Cauchy al cdlculo diferencial?
10.  Explica la evolucién histérica del cdlculo diferencial.
Q Verifica tus resultados en la seccion de soluciones correspondiente s « « o o ¢ s s 0 v v v v v v v o v v oo "
Funciones

Concepto de relacién mediante la correspondencia entre
los elementos de dos conjuntos

Uno de los conceptos fundamentales en matemiticas es el de relacion, la cual se define como la corres-
pondencia que tiene un elemento de un conjunto con respecto a uno o mas elementos de un segundo
conjunto. La relacién conduce a la formacion de pares ordenados de cualquicr tipo de objetos, graficas,
hechos, nimeros reales, figuras peomélricas, datos, etcélera.

5
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Ejemplos

. Los elementos quimicos en la tabla periddica se agrupan en periodos y grupos; asi, el cloro se
ubica en el tercer periodo, grupo viia; tambicén localizamos el elemento bario en el sexto periodo,
grupo na. Lo anterior da lugar a pares ordenados constituidos por un conjunto de periodos y un
conjunto de grupos, por lo que se trata de una relacion, ya que a un mismo periodo le corresponden
varios clementos.

I~

Al despejar y en la ecuacién x* + y* = 1, resulta que y=++/1—x? estableciendo la existencia de
dos valores de y que corresponden a un solo valor de x. A esta correspondencia se le llama relacién.
Para algunas expresiones matemdlicas un determinado valor de x da lugar a dos, tres o mis valores
correspondientes a .

3. La calificacién final del aprovechamiento de un curso de control de calidad para un conjunto A

de estudiantes se asigna mediante un conjunto B de literales. es decir:

A = {Rauil, Jorge, Pedro, Armando, Héctor, Alicia, Soledad, Manuel}
B — {E (excelente), MB (muy bien), B (bien), R (regular), S (suficiente)}

Al establecer la correspondencia entre estudiantes y calificaciones, obtenemos el siguiente conjunto
de pares ordenados.

A B
Rauil EE
Jorge.
Pedro *MB Pares ordenados
Avandad | (Rail, B), (Jorge. B), (Pedro, E),
ictor B {Armando, MB), (Héctor, E), (Alicia. R),
(Soledad. MB), (Manuel, S)
Alicia / R
Soledad
Manuela—"—t

Concepto de funcién como un caso particular de la relacién

La idea de funcién surge de un proceso en el que se analizan los cambios y movimientos que dependen
de una magnitud base con respeclo a otra, es decir, la distancia que un cuerpo puede recorrer en un
tiempo depende de su velocidad; el drea de un cuadrado, de la longitud de su lado: la longitud de una
circunferencia depende de su radio: ¢l volumen de una esflera. de su diametro: la presion de un gas
comprimido depende de su temperatura: los impuestos sobre el trabajo dependen del salario ganado.

La funcién es una correspondencia entre los elementos de dos conjuntos; cuando dos variables estin
relacionadas, se establece que el valor de una de ellas queda determinado si se le asigna un valor a la
olra; en otras palabras, a cada elemento de un conjunto le corresponde unicamente otro elemento de un
segundo conjunto.

http://bibliotechnia.com.mx/portal /visor/webl/visor.php
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Ejemplo

Conjunto x Conjunto y

1 . 2

2 |—| 16 - -
La relacién y — 2x° es un caso particular
|- =k denominado funcién.

4

—| 128

3
fl —» | 2n

Por lo tanto, toda funcién es una relacién: pero existen muchas relaciones que no son lunciones. Una
funcion es un conjunto de pares ordenados de elementos en el que dos pares ordenados distintos no
deben tener el mismo primer elemento.

Ejemplo

El conjunto da los pares ordenados {(1.,3). (3.5), (4.6), (5.7). (6.8)} constituye una funcidén, ya que
ninguno de los pares ordenados tiene igual su primer elemento.

Nomenclatura de funcién

La notacion mas usual de funcion emplea literales como f, g, h, ¢, f', F, G, H. El simbolo f(x). se lee
"fde x", y denota el segundo elemento del par ordenado en el cual el primer elemento es x: por lo tanto,
f(x) se denomina valor de la funcién de x.

Ejemplo

Si flx) = 1 — 1. determina el conjunto finito de pares ordenados para x = {1, 2, 3,4, 5}.
Como f(x) = 1 — 1, tenemos que:

f=1Y=1=0
@ =02yY-1=3
FG3) = (Gy—1-8 .". Los pares ordenados de la [uncién son

]"(] * 2|3 » 3|8 5 4+IS 5,24 E
f@) = @y-1=15 (10}, (2.3). (3.8). (4.15) y (5.24)

f&)=(GY-1=21

La nomenclatura para el conjunto de pares ordenados de una funcién es f = {(x, f(x)|x € R}.

Constantes

Son cantidades que conservan siempre un valor fijo y pueden ser absolutas o arbitrarias.
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Constante absoluta o numérica. Es aquella cuyo valor nunca cambia, es decir, conserva su valor en
cualquier situacidn o conlexto.

Ejemplo

L 2 " » >
En la ecuacion A — 7~ que se emplea para determinar el drea de un circulo, s es una constante
absoluta, ya que su valor permanece fijo.

Constante arbifraria o parametro. Es aquella a la que se le pueden atribuir valores diferentes y que sélo
en un determinado contexto permanecerad conslante el valor asignado; son cantidades que cambian de
valor de un problema a otro, pero que al interior de €ste no cambian.

Ejemplo

En la ecuacion v — a — bx, las letras a y b son constantes arbitrarias o parimetros.

Por lo general representamos las conslantes con nimeros o con las primeras letras del alfabeto
(@b, di.. .

Variables

Son cantidades a las que se les asignan un nimero ilimitado de valores: las variables pueden ser
independientes o dependientes.

Variable independiente o argumento. En una funcidn, es la segunda variable a la cual se le asignan
valores a voluntad, dentro de los limites que sefiale el problema en particular.

Variable dependiente o funcién. Es la primera variable de la funcién, cuyo valor se determina al asignarle
un valor especifico a la variable independiente.

Ejemplo

i v = v % » .
En la expresion y — 5x°. se identifica a y como la variable dependiente y a x como la variable
independiente, ya que al asignarle un valor a x se determina el valor de y.

Intervalo de una variable

Es el conjunto de valores que puede tomar la variable dependiente y que estin comprendidos entre dos
de ellos, a y b, que se denominan extremos del intervalo. La dilerencia que existe entre ambos extremos
se conoce como amplitud del intervalo; ésta se calcula mediante el valor absoluto de la diferencia
de ambas cantidades, |a — b|. La notacion de intervalo es [a,b] que significa intervalo de a hacia b; la
notacion para la variable es @ < x < b que se lee la variable x es mayor que @ y menor que b. Existen
diferentes tipos de intervalo.

http://bibliotechnia.com.mx/portal /visor/webl/visor.php 10/10



14/2/2017 Bibliotechnia -

UNIDAD ]

Funciones

Intervalo cerrado. Sean a y b niimeros reales tal que a < b. El intervalo cerrado [a.b] cuya notacién
representa al conjunto de los valores de la variable x tales que @ < x < b; es decir,

la.b]l = {x|a <x < b}

Intervalo abierfo. Sean a y b nimeros reales tal que a < b. El intervalo abierto {a,b) cuya notacion
representa al conjunto de valores de la variable x lales que a < x < b; es decir,

(a.b) = {x|a <x < b}

Intervalo semiabierto por la izquierda. Es el conjunto de todos los niimeros reales mayores que a y
menores o iguales que b, a < x < b, cuya nolacion es (a.b]; es decir,

(ab] = {x|a<x < b}

Intervale semiabierto por la derecha. Es el conjunto de todos los nimeros reales mayores o iguales que
a y menores que b, a < x < b, cuya notacion es [a.b); es decir,

lab) = {x|a <x< b}

Intervalo infinifo. Es el conjunio de todos los niimeros reales de la variable x lales que x es mayor que a;
se representa por (a,+oc).

De forma similar, el conjunto de todos los nimeros reales de la variable x tales que x es menor que b, se
representa por (—oc.b).

La notacién [a.+oo) representa el conjunto de todos los numeros reales de x tales que x es mayor o
igual que a; la notacién (—oco,b] representa el conjunto de todos los nimeros reales de x tales que x es
menor o igual que b; la notacion (—oo,+-oc) representa el conjunto de todos los niimeros reales.

Representacion grafica de los intervalos. En la recta real los valores a y b se denominan extremos del
intervalo, los cuales pueden representarse mediante paréntesis o corcheles para indicar si perienecen o
no al intervalo en cuestion.

1. Elintervalo cerrado [a.b] contiene ambos extremos. es decir, todos los nimeros x, lales que a < x < b.

a b a b

I 1
L]

Los puntos negros sobre la linea en a y b indican que dichos extremos estin incluidos en el intervalo.
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2. Elintervalo abierto (g,b) no contiene a ninguno de los extremos, es decir, lodos los nimeros x, tales
quea< x<b.

b
¥ M

|

Los puntos vacios sobre la linea en @ y b indican que dichos extremos no estin incluidos en el intervalo.

3. Elintervalo semiabierto por la izquierda (a.b] contiene a su extremo derecho, pero no a su extremo
izquierdo, es decir, todos los niimeros x, tales que a < x << b.

-+

4. El intervalo semiabierto por la derecha [a.b) contiene a su extremo izquierdo, pero no a su extremo
derecho, es decir, lodos los niimeros x, lales que @ < x < b.

5. Elintervalo infinito abierto no contiene a su extremo izquierdo, pero se extiende indefinidamente a su
derecha (a.+oc). es decir, todos los mimeros x, lales que a < x.

a +00 a +o0
== —_—

I~

Y

6. El intervalo infinito abierto no conliene a su extremo derecho, pero se extiende indefinidamente a su
izquierda (—oo.b) es decir, lodos los nimeros x, lales que x < b.

I

A

o

7. El intervalo infinito cerrado que contiene a su extremo izquierdo a, pero se extiende indefinidamente
a su derecha |a.+00), es decir, todos los niimeros x, tales que a < x.

a +00 a +00

10
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8. Elintervalo infinito cerrado que conticne a su extremo derecho b, pero se extiende indefinidamente a
su izquierda (—oo.b], es decir, todos los nimeros x, tales que x < b.

— %) .b —0 b

- 1 - -
- T -

9. El intervalo infinito {(—co.+00) se puede considerar abierto o cerrado, ya que puede conlener o no a
sus extremos a y b.

—00 g b +xX —00 g h 00

& &

o
*

A

I
.

En la tabla 1.1 se resume la notacion de intervalos y desigualdades, asi como su representacion grafica.

Tablal1.1 Resumen de la notacion de intervalos.

Notacion de intervalos Notacion de desigualdad Representacion grafica
a b
|a.b] a<x<h F }—
(a.b) a<x<h ¢ }
a b
(a.b] a<x<bh ¢ ]
a
|a.b) a<x<bh I 3
(a,40a) a<x £ =
= b
(—0.b) x<h % = )
a ey
[a,+00) a<x ; -
o b
(~oc.b] x<b S |
11
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EJEMPLOS
[

plo

a) [-3.2)

[ ‘L‘ :
a) [—5.2)
Nolacion de la desigualdad

Representacion grifica

b) (-6.3)
Notacion de la desigualdad

Representacion grifica

¢) [+
Notacion de la desigualdad

Representacion grifica

d) (—00.5)
Notacion de la desigualdad

Representacion grifica

a)—2<x<?2
a) 2<x<?2

Notacion de intervalos

Representacion grifica
b) 3<x<1

Notacion de intervalos

Representacion grifica

¢) d<x

Notacion de intervalos

Representacion grafica
d) x <35

Notacion de intervalos

Representacion grifica

b) (—6.3)

alr #: Escribe cada uno de los siguientes intervalos en la notacion de desigualdad y elabora su grafica.

¢) [-1+0) d) (—o0.5)
Sl
” 4 -3 0 2
[ . . 3
5 -3 1 |
H<x<3
—6 3
£ ' ]
0
o i
-2 0 2
{ ' 00
B I 3
X<y
0 5
—) . - - }
L T

by -3 <x<

—00

2 ®e: Escribe cada una de las siguientes desigualdades en la notacion de intervalos y elabora su gréfica.

1 c)d<x dx<5

(_252 ]

-
[ S

[-3.1]
4 3 2 -1 0 1 2

e,

Y
4
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Dominio y rango de las funciones

Al definir la funcién como el conjunto de pares ordenados de nimeros reales (x,y). tales que dos pares
distintos no tiecnen el mismo primer elemento. al conjunto de todos los valores de los primeros clementos
(x) de los pares ordenados se le denomina dominio de la funcion y se denota por Domf: al conjunto de
todos los valores de los segundos elementos (v) de los pares ordenados se le denomina rango de la
funcién y se denota por Ranf.

También la funcion se define como la relacién entre dos variables, en donde [a variable y depende de
la variable x: si a cada valor de x le corresponde un solo valor de v se establece que y es [uncion de x; asi
tenemos que x es la variable independiente y y es la variable dependiente o funcion.

Al conjunto de valores que puede tomar la variable independiente se denomina dominio de Ia funcién,
y al conjunto de valores que puede tomar la variable dependiente se denomina codominio, contradominio
o recorrido de la funcién.

Ejemplos

1.

Dominio (x)

Rango (y)

Dominio (x)
Rango (y)

Dada la luncién f = {(4,12), (6,-7), (=1.4), (2.3), (=3,6)}. identifica ¢l dominio y rango
de la funcién.

Domf — {4.6,-1,2,-3} El dominio de la funcion consta de los primeros elementos
de los pares ordenados.

Ranf — {12,-7.4,3,6}  El rango de la funcién consta de los segundos elementos
de los pares ordenados.

Encuentra el dominio y el rango de la funcidn de x que se define por v=+/x—5.
Asignando valores a la variable independiente, se puede elaborar una tabla como la que se muestra
a continuacion:

—4 —3 -2 -1 0 1 3 B & 7 8 g 10
i i i i i i 1 0 1 1.41 1.73 2 2.23

Para valores de x < 5, la funcién y=+/x —5 no esti definida dentro de los nimeros reales;
empleando la notacién de intervalo de una variable resulta que [5,4-0¢) representa el dominio de
la [uncion.

Para valores de x > 5, la funcion y =+/x — 3 se define siempre dentro de los niimeros reales y
aumenta al aumentar x. El rango de la funcion se representa por [0,+0c).

Si a cada valor en el rango le corresponde un solo valor en el dominio, se establece que la
funcion propuesta es uno a uno para los valores positivos tinicamente del rango.

Encuentra el dominio y el rango de la funcién de x que se define por v =+/1—x.
Asignando valores a la variable independiente, se puede construir la siguiente tabla:

—1 —2 -3 —4 —5 —b6 0 1 2 3 4
1.41 73 2 223 244 264 1 (4] i 1 i

Para valores de x > 1, la funcién y = /1 — x no estd definida dentro de los niimeros reales; el dominio
de la funcién se representa por (—oo,+-1].

138
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Para valores de x < 1, la funcién y = /1 —x se define siempre dentro de los nimeros reales y aumenta
al disminuir x. El rango de la funcién se representa por [0,+00).

Regla de asignacién o de correspondencia

Dada la funcién como un conjunto finito de pares ordenados de nimeros reales, es decir:
f=1{014),(25),(3.6), (4.7), (5.8), (6,9)}

» El dominio de la funcién es el conjunto Domf = {1, 2, 3,4, 5, 6}.
» El rango de la funcién es el conjunto Ranf — {4,5,6.7, 8, 9}.
» Representando grificamente la correspondencia entre el dominio y el rango de la funcion, tenemos:

Dominio 123456
Rango 1 2 3 4 5 & 7

Se puede dar otra descripcion que represente a la misma funcién por medio de una regla de asigna-
cion o de correspondencia, la cual permite asociar cada elemento del dominio con uno y sélo uno de los
elementos del rango.

La funcidn dada puede escribirse f— {{(xx+ 3)|xe(1,2,3.4,5,6)}

(El simbolo € significa que un elemento pertenece a...).

El dominio de la funcion es el conjunto {1, 2, 3,4, 5, 6} y la regla de correspondencia es f(x) = x + 3;
asi, cuando x toma valores en su dominio, se tiene que:

x=1; f()=14+3=4
=2 fA)=24+3=35
=3 f3)=3+3=6
x=d4; fd) =4 1+3=7T
x=5; f(5)=5+3=8
=6 fif) =6+ 3=9

Se observa que al conocer el dominio de la funcion y la respectiva regla de correspondencia, se puede
determinar ¢l rango de la funcién. con lo que se establece una funcién bien definida.

EJEMPLOS

Q o, 2 i % v i P .
- #.--Slfcs una funcion cuyo dominio es el conjuto de los mimeros reales y con regla de correspondencia
3

_E___ h " = 3x’ — 2x + 5, encuentra:

[ 4

a) f(2) b) f[—%] o £(v2) d) fOx+ h) &) f[%]

14
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a) Si

b) Si
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a) f() =30
b) f(7)=0

7
c) fl0) = —Eﬂ3}
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a) Si =3 -2x+5 d) Si fx)=3x2—2x+5
_ﬂzl =3{3]2 H2Y+ 5 f(.r—l—h):?r(_:;—l—h): SRS
J@)=12=4+5 Fe4+h)=3x2 +6xh+30% —2x— 2+ 5
=13
HA=4: flx+h)=3x2—2x+ 5+ 2h(3x — 1)+ 342
b) Si f()=3x>—2x+5
f[_g]=3[_2]2_2[_g]+5 ) Si f(x)=3x2-2x+5
3 3 3 i
2y 12 4 12412445 a =_[E _g[E i
f[_5]23+_+5:T ! 3 3 3
69 23 Fla)_38" 2a .
— 9 9 5) 25 5
2 2 a) 3a®>—10a+125
=== =?— o —_———
f[ 3] 3 fs 25
) Si flx)=3x>—2x+5

£(VE)=3(2) ~2(2)+5
f(V2)=6-22+45=11-22
f(ﬁ):&ms

La notacion de la funcién es f = {(x3x* — 2x + 5)| x € R}; B representa al conjunto de los niimeros reales.

2 e®e:Dada f(x) — x — 7x’ — 6x + 42, demuestra que:

d) 3f(—1)= —4f(6)
e) f(9) =51
N fz+D=2—-7-222+10

fx)=x—Tx*—6x+42
f)y=(1y —701)> —6(1)+42
fi)=1-7T-6+42

f()=30 Lo Cual Debimos Demostrar (L. C. D. D.)

fxX)=x}—Tx?—6x+42
F=(TY¥ =TT —6(T)+42
F(1) =343 34342 1 42

f(h=0 LCD.D.

15
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c) Si

e) Si

Como:

Comao:

Como:

f(x)=x*—Tx*—6x+42

FO)=(0) —T(0)? —6(0)+ 42

f0)=42

; 7
0)=—=f(3
f(O) 2ffl

7
42— ——(—12
2( )
42=42

F(0) = —%fﬁ}

f(x)=x*—Tx*—6x+42

FED = (1P =71 —6(—1)+42

f(-D=—1-7+6+42
fl=1=40

3f(—1)=—4f(6)

3£(40) = —4(—30)
120 =120

3f(—=1)=—-4f(6)

flx)=x—Tx* —6x+42
F(9) =(9¥ —7(9)* —6(9) +42
J(@)=T729-567—-54+42
(@ =150

FO=5f1)
1530 = 5(30)
150 =150

FO)=5f(1)

fx)=x—Tx*—6x+42

fB) =3P -7(3*—-6(3)+42
f(3)=27—-63—18+42

f3)=-12

LC.D.D.

f(6)=(6) —T(6)* —6(6) +42
f(6)=216—252—36+42

f(6)=—30

L C.D.D.

F)y=(13—-7(1)> —6(1) +42

f=1-7—6+42
(=30

L C.D.D.

f+2)=0E+2P -1z +2—6(z+2)+42

flz+2)=2+6z2+12z+8—
flz4+2)=22+622+12z+8—

flz+2)=2"—22-22z+10
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3 ®e:5j J(0) = send) + cos 20, encuentra:
a) f[g] ) f(x)
s 3
Solucién
a) Si f(#)=sen 8+ cos 26 ¢) Si f(#)=sen 8+ cos 28
(m)=sen w+cos 27
F X :scnz—q—cosZ X / L :
L4 4 4 flm)=sen 180"+ cos 360°
2m)=0+1
£1™|=sen 45° + cos 90° fem=0+
T 1
fl—l=—=+0
4] 2
s 1
==
4] 2
b) Si f(8)=sen 6+ cos 260 d) Si f(6)=sent+cos 20
f - —Schr-l—C{lSZ[?r] f(2m) =sen 2w+ cos 2(2m)
13) 3 3 f(2m) = sen360° + cos 720°
1|5 )sen 60°+ cos 120° F@m—=0+1
2wy =1
T _3 (1
f 3) 2 2
7 % — 0.3660
4 ®e:Dada f(z) = l demuestra que:
2h
(D —fb)= f|l——
a) [~ f) f[ —
B FER ==
T X2
17
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Solucién
a) Si f(z)=~l:
=1
2
1
fib) = F

) )

by Si f(z)—

flx)=

t-el-— *x:l--

1

(x+h) =
f (x+h

a) fl)=1
by fx+1) —f(x) = 2(x)
c) fN-f@=fy+2

http://bibliotechnia.com.mx/portal /visor/webl/visor.php

5 ®e:Dada f(x) = 3%, demuestra que:

ﬂm—HM=fh¥%

b—2
B3 1
36 [ 2b

b—2 |p—2

|

[bz}z] I [52}2]

ﬂﬂ—ﬂm=fh

)

h
f(x-I-F!]—f(x}:—m
| 1 h
(x+h) x x2+xh
x—(.‘i—l—fi}_ h

x(x+h)  xX+xh
x—x—h __ h
xX4+xh x+xh
__ h ____ h
C+xh 2+xh
h
flx+h)—fix)= —xl—i—_xh

d fu+a>—fu=4:=3?fum

) flx+4)
fix—1)

18
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Solucién
a) Si flx)=3"
SOy = 3 fioy=1 LCD.D.
b) Si fx)=3% flx+1)—flx) =2 flx)
fex+ 1) =3%+" FEHD_ 3= 2 f(x)
-1 =2f(x)
32 =21(x)
2f(x) =2f(x)
fox+ 1) — flA) =2f(x) LCD.D.
c) Si fix) =3 f-f=fO+2
,-f{-'r':' - 3_\' [3‘)f3:} - 3(_\' +3
f‘:Z:’ - 33 3L_\' +o 3L_\' +
fy+z)=3"%7 fM-f@Q=fy+2 L.C.D.D.
d) Si f) =3 fxr4+2)— fx—1)= z_ffm
f(—r + 2) == 3[.[ + 0 2‘6
f{x—l}—?r“'” 3“'2}—3{‘: “=?ff.‘[]
F(3FE-3H= z—;f(x]
1 26
o e P
[9 3] 3/
26 26
Fl—|=—
; [ 3 } 3/
%fi.rl = z—;ﬂxl
26
f{x—l—l}—f(x—l}:—%f[.r] LC.D.D
. flx+4)
=3 =it
) Si fx) Fa—1D) f(3)
f(-1:+4:'—3u+h 3(114:!
o =—0 (x—1) =243
fx—DH=3 3
£(5) =3 — 243 33
3
¥= 243
3
243 =243
flx+4)
P T IS LC.D.D.
o
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6 ®e-Dada f(x)= logl , demuestra que f(107) = —7.
:‘I’
Solucion
. i
Si fiy)=log—
}:‘

l
107) = log—.
Fa0%) e
f(10") = log 1 — log 10/
f(10") =log 1 — T log 10
FA0) =0 —7(1) = -7 s f(I0h=-7  LCD.D.

7/ ®e:Dada f(y)= : . encuentra Mﬂ

E h
Selucién
|
Si fix)=—
ax
1
(r+h)=—=
! Jalx +h)

L1 @ TR
foth)—fx)  JaG+h) ax  Jax Jalx+h)
h - h - h

e | S
_[h@m Jar + alx+h
B ax —a(x+h) B aft — af — afi
= hax fa(x + k) + hJax a(x + h) B ﬂﬁ[.rm—i-ﬁ(x—l-hﬂ

|
- xya(x+h) +ax (x +h)
fG+h—fx) I
h xyfalx +h) +ax(x+h)

3 ®e-Dada f(x)= \fﬂ . determina:

a) -"[g] b) flx+mh)—fx)
2 h

20
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Solucién

a) Si f(x)=+2x

-+

15)-2
b) Si f(x)=2x
flx+h) =2(x+h)
fG+h)— f(x) [m J2x [m+m

h 2x+h) ++2x

Ax+h)—2x _ 26 420 — 2%
h(.;2(1+h}+\f§;) }f{1,‘2(x+.’zl+m]
2

St h) +42x
flx+h)— f(x} 2

h ~J2x+h) £32x

Q@ ®e-Dada la funcion f = {(0,1), (1,3), (2.5), (3.7), (4.9), (5.11)}, escribe el dominio y la regla de correspondencia
para la funcién.

Solucién

Sea Domf = {0,1,2,3.4.5} y Ranf = {1,3.5,7,9. 11}: la regla de correspondencia que satisface al con-
junto de pares ordenados y que define a la funcidén es f(x) = 2x + 1.
Cuando x toma valores del Domf. se tiene:

x=0; f(O=20)+1=1
x=1; f() =2(I)4+1=3
x=2; fA=AN+1=3
x=3; fGO=238)+1=7
x=4 f(H=24+1=9
x=5 f(5=25+1=11

La notacién de la funcién con la regla de correspondencia es: f = {(x.2x + 1) | € Domf}

10 ®+-Escribe el conjunto de pares ordenados que forman parte de la funcidn f y obtén el dominio y rango de la
2

"

funcion si la regla de correspondencia estd dada por f(x) =
Solucién

Si x se sustituye por 3 la expresion no es real, es decir la funcion no estd definida para x = 3.

Domino (x) —5: BN g EEnl g ey 0 1 2 4 5 &
Rango (f{x)) == =7 =1 0 1 2 3 4 5 7 8 9

http://bibliotechnia.com.mx/portal /visor/webl/visor.php 3/10
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El dominio de la funcion esta dado por el conjunto de los nimeros reales, excepto para x = 3.
El rango de la funcién tambicn estd dado por el conjunto de los nimeros reales, sélo que no se define

parax = 3.
EJERCICIO 2
[sgihghs I. En tu cuaderno, contesta las siguientes preguntas.
comespondientes
Comprianias 1. Define el concepto de relacion.
i 2. Cita tres ejemplos de relacion.
gmm 3. Define el concepto de funcién.
4. Cita cinco ejemplos de funcion.
5. Explica el significado del simbolo f(x).
6. ;Qué es una constante absoluta o numérica?
7. ;Qué es una conslanle arbitraria o parametro?
8. ;Qué es una variable independiente o argumento?
9. ;Qué es una variable dependiente o funcion?
10. ;A qué se denomina intervalo de una variable?
11.  ;Qué es amplitud del intervalo?
12, ;Cuil es la notacion y el significado de un intervalo cerrado?
13.  ;Cual es la notacion y el significado de un intervalo abierto?
14.  ;Cual es la notacién y el significado de un intervalo infinito?
15. Explica qué son el dominio y el rango de una funcién.
16. ;En qué consiste la regla de asignacién o correspondencia?

I I I I T O O I I O I I B )

En equipo resuelvan los siguientes problemas y en plenaria discutan sus resultados.

L.

Dada f(x) = 10 + 12x — 3¥’ — 2x", demuestra que:

a f)=17 d) flr4 1) =—20—08417
b) f(3)=-35 & f—h=-3
1
c) Zf{E]zjf(ZJ N f=2)=—1£(0)
Si f(#) = tan 20 + cot 0, demuestra que:
27 2

a) f(0°)=oc c) ="

-5
b) f[%]:ﬁv@ d) f[%” —- 30

22
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3. Dada ¢(z) = sen z, demuestra que ¢z + 2h) — ¢(z) = 2 cos (z + h) sen ki
E 4. Dada Gix) = 5, demucsira que:
. G(x+2)
: - ——=0G3
: a) GO)=1 =2 )
. by Gx+ 1) — Glx) = 4G(x)
g - e) Gz)-Gly) =Gz +y)
g ) Gx+3)-Gix—1)= TGU}
¢ 5. Dadaf(x) = x — x — 2, demuestra que:
: flx+h) —f(x) =h(2x+ h—1)
. 6. Dada f(x)= ]og[ — |, demuestra que:
. 1+x
. y+z
. M+ 2= f|-
p I+ Jir[l + }":.]
7. Sif(y) =y — v, demuestra que f(y + 1) = f(—v).
5 8. Dada f(x) =+ 2x + a, encuenltra:
. (x+h)— f(x) 3a
. a) f(2x+a) b) % o) f?
: l T T H
. 9. Dada f(y) . encuentra; M
t oy h
: 10. Dada f(x)=+a+x , determina w
. ;
11. Dadaf(x) — log x°. demuestra que:
: FOA+ ) — () — zzog["'“']
12. Escribe cada uno de los siguientes intervalos en la notacién de desigualdad y representa
: su grifica.
. a) [-7.5] c) (—6.8) e) [-5.5)
: b) (—44] d) |-4.00) N (=0.3)
; 13.  Escribe cada una de las siguientes desigualdades en la notacion de intervalos y representa su grifica,
i a —4<x<8 ) =3<x<3 ¢) 9<x<6
: by 6<x<T d) ¥%£-3 f x>3
23
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. 14.  ;Cudles de los siguientes conjuntos de pares ordenados son funciones? Para aquellos que lo son,
. identifica el dominio y el rango e ilustra con un diagrama.
a) {(4,2), (3,1), (0,0), (—1,3), (3,1}
: by {(3.2).(3.0), (4.1),(7.3)}
: O {(23).34,45).56)}
: o [[13)[35)(37)(79
z 24)124)124)(2 4
: & N(0.43) (V23 (BT 24|22
: R i - T 24
15. Dada f(x) = x* — 2x, determina el conjunto finito de pares ordenados para
x={1,23.4,-1,-2, -3}
16. Determina el dominio y rango de la funcién de x para:
a) y=3x+2 €) y=+25—x? e y=x
7 IR
b) y=+x*-16 d y=21 b v=2“x z
+ ’ x—1
17.  Si f es una funcion cuyo dominio es el conjunto de los nimeros reales y con regla de correspondencia
fix) = 1 — 2x + 2. determina:
1 3
a) f[i] d) I[E] 8 f(\GJ
B) f(-1) &) f(=3) h) f(ﬁ]
O fa+a) n fa—h o f(Vx+h)
18. Dada la funcion f = {(1,—2), (2.1), (3.6), (4,13), (—1,—2)}. determina el dominio y la regla de
correspondencia.
19. Determina el dominio y el rango de la funcién f(x) = —x°.
20. Determina el dominio y el rango para la funcién f— {(x.y) | v = 4x — 5}.
O\'nriﬁ:a tus resultados en laceccion do respuostas.s s s s s s s s s s s s s s s s 8 s s s m s s s a s e s .

Clasificacién de los diferentes tipos de funciones

Clasificacién de las funciones

La clasificacion de las funciones depende del niimero de variables de las cuales dependa la variable y, como
explicaremos a continuacion.

24
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Funciones de una variable. Cuando el valor de la variable y (es decir, la funcion) depende de una sola
variable x, tenemos una funcidn de una sola variable independiente.

Ejemplos

1. Siun cuerpo mévil desarrolla una velocidad constante, el espacio recorrido depende de la duracidn
del movimiento: es decir, el tiempo es la variable independiente y el espacio recorrido la variable
dependiente.

2. El costo del servicio de agua depende del volumen de metros ciibicos gastados.

Funciones de varias variables. Cuando el valor de la variable y depende de los valores de dos o mds
variables, tenemos una funcién de varias variables independientes.

Ejemplos

1. El drea de un tridngulo depende de la base y de su altura. Por lo tanto, lenemos una funcion de dos
variables, es decir, A = f(b, h).

2. El volumen de una caja depende de su longitud, ancho y altura. De este modo, tenemos una funcién
de tres variables, es decir, V = f ([, a, h).

3. Al invertir un capital, su interés depende de la tasa, del capital y del tiempo de inversion. Asi,
tenemos una funcion de tres variables, es decir. I = f(T, C. 1).

Funciones algebraicas y frascendentes. Estdn formadas por un nimero finito de operaciones algebraicas
(suma, resta, multiplicacion, division, elevacion de polencias y extraccion de raices).

Ejemplo
x-2x 4+ 3¢

R
flx)= Nires,

Una funcién trascendente es aquella que no cumple con las condiciones de una funcidn algebraica; se
consideran como [unciones trascendentes las trigonométricas, trigonométricas inversas (también llamadas
circulares y circulares inversas, respectivamente), las exponenciales y las logaritmicas.

Ejemplos
flx) =tan x funcidn trigonométrica o circular
fx) = arcsen 2x funcion trigonométrica inversa o circular inversa
flx) = 10% funcion exponencial
fx)=1n(2x + 3) funcion logaritmica

25
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Funciones algebraicas

Las lunciones algebraicas se dividen en funciones racionales ¢ irracionales, seglin las operaciones a las
que estén sometidas las variables.

Funcién racional. Es aquella cuyas variables no contienen exponentes fraccionarios ni se encuentran bajo
signo radical; también lo son las funciones que se expresan como el cociente de dos funciones polinomiales.

Ejemplos
427

flx) = bx* fx) =Tlax™ flx)= 3

Funcién irracional. Es aquella en la cual alguna de las variables tiene exponentes fraccionarios o se
encuentra bajo signo radical.

Ejemplos
2

flx)=+3x>—5x+8 flx)=ax3 flx)=vx?—64

Funciones enteras y fraccionarias

Las [unciones racionales se dividen en enteras y fraccionarias.

Funcicnes enteras. Son aquellas en cuyo denominador no aparece ninguna variable y no estin afectadas
por exponentes negalivos.

Ejemplos
f) =37 +5 flx) =xX—4x+ 8 f) =x +37 +3x+1

Cuando la funcidén racional es entera se denomina también polinomial.

Funcién polinomial. Sea (f) una funcién definida por

f@ =ax"+ax '+ax" +ax" 7+ ... +ax" ", donde n es un niimero entero positivo y a,, a,., a,.
@, ..., @, son nimeros reales diferentes de cero, por lo que (f) es una funcién polinomial de enésimo grado.

Tipos de funcién polinomial

La funcion polinomial de grado uno {primer grado), se llama funcion lineal. Por ejemplo,
fixy=5x—-2 fxX)=mx+ b

La funcion polinomial de grado dos (segundo grado), se llama funcion cuadratica. Por ejemplo.

f(x]—3f+51—6 f[x]-—af+b.r+r

26
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La luncidn polinomial de grado tres (tercer grado), se llama funcion cibica. Por ejemplo,
fO) =4+ 2 — 6x+ 8 f)=x'—5x+17

A la funcidn lineal que se define por f(x) = x, sc le llama funcién idéntica (funcién identidad).

Funciones fraccionarias. Son aquellas que tienen alguna variable como denominador o estdn afectadas
por un exponente negativo.

Ejemplos

’3-.
ﬂ_”=2____\,:,+7
ek

f(xX)=3x2+1
S5x

f(x) =(ax? —bx) 3

Funciones explicitas y funciones implicitas

Una funcion explicita es aquella en la cual la variable independiente estd involucrada directamente con
las operaciones indicadas. que al efectuarse determinan el valor de la [uncion. Es decir, la variable de-
pendiente esld despejada, se expresa como y = f(x).

Ejemplos
y="Tx—4 "y es funcion explicita de x"
x+a

X —i

"y es funcidn explicita de x"

Una funcién explicita puede expresarse también en términos de una sola variable. Por ejemplo,
6x +x—4=0.
Una funcidn es implicita cuando se da una relacion entre la variable independiente y la variable depen-
diente por medio de una ecuacion no resuelta para ninguna de las variables. Se expresa como f(x,y) = (0.
Ejemplos
Tx—y—4=0
x+2xy -3 —5y=10

x* =9y—xy

Las ecuaciones se definen como y funcién implicita de x, pero también es cvidente que x es funcién
implicita de y, ya que a veces es posible resolver la funcion implicita con respecto a una de las variables,
dando lugar a una funcién explicita.

Ejemplos

x*—4y=0} Funcién implicita

—4y=—x°

21 "y esuna funcién
V=
T4

explicita de x"

27
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A continuacion, mediante un diagrama se resumen las funciones estudiadas hasta este punto.

Resumen de funciones

Lineal { Idéntica

) . . Cuadritica
- - Racional { Polinomial o
Funciones algebraicas ‘tibica
Etcétera
: Irracional
Funciones reales

Logaritmica
Exponencial

Funcion trascendente Tri sitss
rigonométrica | Inversa

o
Circular

Otros tipos de funciones y algunas funciones especiales

Funcién simple. Es aquella en la cual la relacion de la variable dependiente con respecto a la variable
independiente se indica con una sola operacion.

Ejemplos

y=x V= cosXx y=Ilogx

Funcion compuesta. Si fy g son [unciones tales que el rango de f esta contenido en el dominio de g,
entonces la funcidn compuesta de f con g se denota mediante el simbolo (f = g) y es una funcién que se
obtiene al colocar el valor de g(x) como variable independiente de la funcion f. Es decir, (fo g)(x) = f(g(x)).

Ejemplo
fx)=+x ygx)=3x-2
(fog)dx)= f(g(x))=+3x—2

f

Tambicén f + g. = v f* son funciones compuestas.
g

Funcion inversa. Sean fy g funciones inversas: si f(g(x)) — x para cada valor de la variable independiente
en el dominio de g, y g(f(x)) = x para cada valor de la variable en el dominio de f.

En las [unciones inversas [y g, el rango (recorrido) de g debe ser igual al dominio de fy recipro-
camente.

La notacién de la funcidn inversa consiste en sustituir f por g ', que se lee "inversa de g" y g por f ',
que se lee "inversa de ™.

Ejemplo
2243

flx)=y=+2x—3 es inversade f '{x}=T=g

28
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Funcién de funcién. Es una funcién en la que y no se define directamente como funcién de x, sino que
se da como funcién de otra variable g, la cual se define como [uncion de x por medio de w.

Ejemplo

Siy = u’, dado que u — 1 + 2x, se establece que y es funcion de funcion de x. es decir y = (1 + 2x)°.
Funcion par. Es aquella funcién f en la que todos los valores de la variable independiente llamada do-

minio de f satisfacen la condicion f(—x) — f(x). La gréfica de una funcidn por siempre es simélrica con
respecto al origen de coordenadas en el plano cartesiano.

Ejemplo
Si f(x) = 5x* + 9x* — 4, entonces:

fl(—x) =5(—x)' + H—x) — 4 =5"+ 92" — 4 = f(x).

Funcién impar. Es aquella funcién fen la que todos los valores de la variable independiente llamada
dominio de f satislacen la condicion f{—x) = — f(x). La gréfica de una funcion impar es simétrica con
respeclo al origen de coordenadas en el plano cartesiano.

Ejemplo

Si f(x) = 2x’ — 7Tx, entonces:

J(—=x) = A—x)—T(—x)= -2+ Tx = —fix)
Funcion constante. Es aquella en la cual el rango de la funcién f consta de un solo niimero real cualquiera.

Ejemplos
Si f(x) = ¢, enlonces:

fim=¢ fihy=e¢ Ji)=¢ =3 =c

Funcién escaldn o mayor enferc. Se determina por la ecuacidn f(x) = [x]. en donde el dominio de fes
el conjunto de todos los nimeros reales, y su rango es el conjunto de los enteros como regla de corres-
pondencia, es decir, [x] es la parle entera no mayor que x.

Ejemplos

Si flx) = [x], entonces:

[4.53]=4
[9]=9
[0]=0

[-2.31]=-3

[-3.5]=—4

[<H) ==

29
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Funcién signo. Es aquella cuya notacidn es Sgn x que se lee "signo de x"; se determina por la
ecuacion:

—1Isix<0
Sgnx = Osix=0
1six>0

Funcién continua. Una funcién es continua en un intervalo (a,b) cuando todo valor de x tiene asignado
un valor de y. La funcién no se rompe y puede dibujarse mediante un solo trazo. La definicion formal se
vera mas adelante.

Funcién discontinua. Una funcién es discontinua en un intervalo ¢ si no existe un valor de y para cada
valor de x. La funcidn se rompe, no se puede dibujar en un solo trazo. La definicion formal se verd mds
adelante.

Funcion exponencial. Es aquella en la cual la variable independiente se ubica como exponente de una
constante positiva denominada base: se denota por la ecuacion f(x) — a”.

Funcion logaritmo. Es aquella que se afecta por un logaritmo de base a. Es la inversa de la funcién ex-
ponencial con la misma base; se denota por la ecuacién f(x) — log, x.

Funcién frigonométrica circular. Es aquella cuyo valor depende de un dngulo en la expresién trigonomé-
trica del seno, coseno, langente, cotangente, secante y cosecanie; se denota con:

flx) =senx flx) =cotx
flx) =cosx  flx) =secx

flxy=tanx  flx) =cscx

Funcién trigonométrica inversa circular. Es aquella cuyo valor del dngulo depende del valor de una fun-
cion circular directa; se denota con:

flx) =arcsenx  f(x) = arccol x
flx) —arccos x  f(x) — arcsec x

f(x) =arctanx  f(x) = arccsc x

O bien:

fix)= sen ' x fix) = cot ' x

fe)=rgus"x flx) =sec'x

fx) =tan'x fx) =csc'x

30
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Funcién valor absoluto. Es aquella cuyo dominio es el conjunto de los niimeros reales y su rango se
limita a los nimeros reales positivos. Esta funcién se denota con f(x) = |x|. Se define por la siguicnte
regla de correspondencia,

—xsi <0
LI | | xsi>o0
EJERCICIO 3
I. En tu cuaderno, contesta las siguientes preguntas.
comrespondienies
Competenc I. Cita tres ejemplos de funciones de una sola variable.
g 2. Cita tres ejemplos de funciones de dos o mds variables.
m 3. Define funcién algebraica.
4. Define funcion trascendente.
5. ;Qué se entiende por funcién racional?
6. ;Qué se entiende por funcién irracional?
7. ;Cémo se expresa una funcion entera?
8. Define funcién polinomial.
9. Siel grado de una [uncion polinomial es 4, ;qué nombre recibe?

10. ;Como se expresa una funcién [raccionaria?

11.  Define funcion explicita.

12, Define funcion implicita.

13.  Escribe el conceplo de funcién simple.

14.  ;Qué es una funcién compuesta?

15. ;A qué se le llama funcién de [uncién?

16. Define funcion par.

17.  Define funcion impar.

18. ;Quc¢ es una funcién inversa?

19. ;Como se determina una funcion escalén o mayor entero?
20. Explica la diferencia entre funcién continua y funcion discontinua.
21. Define funcién exponencial.

22.  Desarrolla el concepto de funcion logaritmica.

23.  ;Qué es una [uncién trigonoméltrica?

24. ;Qué es una [uncidn trigonométrica inversa?

25. Define funcién valor absoluto.

I T I I O R O O I O O O R B O T I

31
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II. Clasifica las siguientes funciones.

. a) y=x—-3x+2 i) g(x) =log, 5x
: b) y=4* o) f)=x"+4
E ) y=cos2x p) f@=x -5

d) y=yx'-5 q) flx)=x

r) f(x)=tan"'2x

e) 1{__r3+]
T 3x42 5) f=+u y u=x241
D Y +m+d=0 i

x—1
Xr—xy=2
8) Xy u fEO=x—-2x+4

h) y=secx

> v) y=logx
i) flx)=[-5.29] (ax? —bx)?
D f@=c R L -
k) f(x)=4x X fx) =mx '
D g :
5 X ¥ flx)=2x*
m) flx)=[x+2] 2 f{szxz-l—}x—[
n) flx —Sgrl_t2 4
@ Verifica tus resultados en 1a seccién do respUBSIAS. s + » « + s+ s s s s s a s s s onsaneneos

Andlisis grdfico de las funciones

Grdfica de una funcion

Generalmente, para construir la grafica de una funcién se emplea el sistema de coordenadas rectangulares;
los valores del dominio se ubican en el eje horizontal (eje x) y los valores del rango se ubican en el eje
vertical (eje y).

La grifica es el conjunto de puntos cuyas coordenadas en el eje x corresponden a los valores de la
variable independiente (dominio) y de la variable dependiente (rango).

Las representaciones grificas de las ecuaciones con dos variables, analizadas en geometria analitica,
son graficas de funciones en las cuales una de las variables se considera [uncidn de la otra.

Ejemplo

Representa grificamente la funcion y = 4x.

Para resolver la funcién primero se debe elaborar una tabla que contenga valores de x y de v, que
permita identificar el dominio y rango de dicha funcion. Los valores obtenidos serdn las coordenadas
para ubicar los puntos correspondientes a la grifica de la funcion.

32
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.
-3 | 12
—2 -8
-1 —4
0 0 *
1
2
3 12

Por lo tanto, la grafica de fes la recta que biseca los cuadrantes I y 111, y que se extiende indefinidamente
en las dos direcciones f(x) = {(xy) | v = 4x}.

Determinacién del dominio y rango de funciones mediante
la notacién para intervalos y representacién grdfica

1. Dada la funcién y=+3 —x, encuentra el dominio y el rango de f y traza la grifica correspondiente.

Para resolver es necesario elaborar una tabla que contenga los valores de x y v, para generar la grifica
correspondiente.

Dominio (x) -6 -5 -4 -3 -2 =1 0 1 2 3 4
Rango () 3 282 264 244 273 2 .73 1. 1 0 i

p—

sy

Al observar la grifica tenemos que el dominio de f es el conjunto de todos los niimeros reales menores
que o iguales a 3(x < 3); este conjunto se denomina intervalo abierto a la izquierda y se representa
como (—o0.3]. El rango de fes el conjunto de todos los nimeros reales no negativos; este conjunto se
denomina intervalo abierto a la derecha y se representa como [0,+00).

y=4/3 —x. esuna funcién irracional

Dado que y contiene un radical, entonces es una funcién radical que ademads es continua en su
propio dominio.

33
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—4 six <=2
2. Dadalafuncién y=1{—1 si —2 < x < 2, encuentra el dominio y el rango de f y traza la gréifica
correspondicnte. 3 s 2 <x

Este tipo de [uncidn se llama funcién por partes. En este caso, para elaborar la tabla de valores solo
se consideran los valores de y: debido a que la funcién asigna los valores de x de acuerdo con cada
intervalo dado.

Dominio (x) X< —2 e N Zox

Rango (y) -4 =1 3

Si observamos la grifica lenemos que el dominio de fes el conjunto de todos los nimeros reales
y que se representa con (—oo,+00); el rango de f consta de los valores —4. —1 y 3. Recuerda que un
punto solido sobre la grifica indica que el punto esta contenido en la misma y que un punto hueco
indica que el punto no forma parte de la grifica.

Funciones que presentan una grifica como la anterior se denominan funciones escalonadas. Dado que
el rango consiste de tinicamente nimeros enteros, se [lama también funcion de parte entera.

Dada la funcién y = | x|, encuentra el dominio y el rango de g. Traza la grifica correspondicnte.

Al utilizar la definicion de funcion valor absoluta, se elabora una tabla de valores de x contra y. Observa
que sin importar el valor que adquiera x, el valor de la funcién siempre serd positivo.

DTNl 4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4
Rango (y) 4 3 2 1 0 1 2 3 4

34
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Al observar la grifica tenemos que ¢l dominio de ¢ es el conjunto de todos los niimeros reales para

0 < x < 0y se representa por (—oo,4o00).
El rango g es el conjunto de todos los niimeros reales no negativos y se representa por [0,4-00).

Cuando x > 0, y = | x| es equivalente a y = x, que es la ecuacion de una recta que pasa por el

origen cuya pendiente es igual a la unidad.

Cuando x < 0, y = | x | es equivalente a y = —x, que es la ecuacién de una recta que pasa por el

origen cuya pendiente es igual a menos la unidad.

2

4. Dada lafuncion f(x) — L:S . encuentra el dominio y el rango de f Traza la grafica correspondiente.

Al elaborar la tabla de valores se observa que la funcion no estd definida cuando x = 4, ya que se

obtiene el cociente E

0

P{4.8)

/ X

Al analizar la grifica f lenemos que para cada valor de x se tiene un valor de y, exceplo para
x = 4. Por lo tanto. el dominio de fes el conjunto de todos los niimeros reales excepto 4 y el rango de

fes el conjunto de todos los nimeros reales excepto ¢l 8.
Al factorizar el numerador. lenemos que:

s 4
g 16 DG 4w

x—4 M

La grifica contiene a todos los puntos en la recta y = x + 4, excepto el punto (4.8). La funcién
anterior ¢s el cociente de dos funciones polinomiales en las cuales no hay exponentes fraccionarios.

Por lo tanto es una funcidn racional.

2 o
x* si x=3
5. Dada la funcion H(x) = 12 s 3’ encuentra el dominio y el rango de H. Traza la grifica
D g] =g
correspondiente.
35
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Para resolver la funcién debemos elaborar una tabla de valores de x y y considerando cada uno de los

casos que plantea la funcién por partes.

TS -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4
Rango (y) 16 9 4 1 0 1 4 12 16

Estudiando la grafica H tenemos que consta del punto P(3, 12) y de todos los puntos en la pardbola
¥ = exceplo el punto (3.9), ya que x == 3.

La funcion H estd definida para todos los valores de x, por lo que el dominio de H es (—oco.+oc)
y el rango de H consta de todos los niimeros reales no negativos, es decir [0,4-00).

x—2 six <4

6. Dada la funcién G(x) = . . encuentra ¢l dominio y el rango de G. Traza la grifica
3Ix+1 sid4 < x

correspondiente.
Dado que ésta también es una funcion por partes, realizamos el mismo proceso que en el ejemplo
anterior; considerando en este caso todos los intervalos para ¢l dominio de la funcion.

Paray=x—2 Paray=3x+1
Dominio (x) -1 0 1 2 3 4 4 5 -] 7 <]
Rango (y) -3 2 = 0 1 2 13 6 19 B2 25
Y
13+

36
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Si observamos la grifica de G tenemos que su dominio es el conjunto de todos los nimeros reales
y que se representa como (—oo,+oc); los valores de y son menores que 2 o mayores que o iguales a
13, por lo que el rango de G es (—oc, 2) y [13, +-o¢). Lo anterior equivale a lodos los nimeros reales
no contenidos en [2.13).

Debido a la interrupcion que existe en el conjunto de valores de G se observa que la grifica estd
formada por dos trazos separados. Se dice entonces que la grifica es discontinua.

7. Dada la funcién g(x) = x’ + x, encuentra el dominio y el rango de g. Traza la grafica correspondiente.

bl -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4
CEORSICB 68 -30 -10 -2 0 1 10 30 68 x

Estudiando la grifica g lenemos que su dominio es el conjunto de todos los nimeros reales y que se
representa con (—oc,+oo); el rango de g es el conjunto de Lodos los nimeros reales y que se representa
con (—oo,400).

Analizando la funcién g para los valores negativos de x se observa que satisface la condicion de
que si g{ —x) = —glx), entonces g es una funcién impar, ya que es simétrica con respecto al origen.

8. Dadalafuncién h(x) = /x(x —1) , encuentra el dominio y el rango de h. Traza la grafica correspondiente.

Dominio (x) —4 —3 —2 —1 o 1 2 3 4
Rango (y) 447 346 244 141 a a 141 244 346
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Al analizar la grifica h se observa que Jx(x—1) no es un niimero real parax(x — 1)< 0, porlo
que el dominio de h es todos los valores de x para los cuales se satisface la condiciénx (x — 1) = 0
esto se cumple si ambos factores son simultaneamente positivos o negativos, esto nos lleva a dos casos
particulares:

a) Six > 0yx > 1, denotado por [1.400).
by Six <0yx< 1, denotado por (—oc,0).

Combinando los resultados de los casos anteriores, lenemos que el dominio de /i son los intervalos
(—o0.0] y [1,4+0c): el rango de i es el intervalo [0, +oc).

2 si x <0

. determina el dominio y el rango de H. Traza la

X
Dada la funcién Hi{x)= .
24x si 0 <x <2

erifica correspondiente.

¥
Paray —x' Paray =2+ x
x< 0 0<x<2
Do Jhl -5 -4 -3 -2 1 D 4] 1 2
Rango 25 16 9 4 1 B 2 3 4

/

Al analizar la grifica H podemos notar que su dominio es (—o¢.2) y el rango es el conjunto de
todos los nimeros reales no negativos [0, +0oc). La funcidn es discontinua en x = 0.

10. Dada la funcion f(x)=+/2x —1, encuentra el dominio y el rango de fy traza la grafica correspondiente;

determina la inversa para dicha funcion, su dominio y rango. Traza la grafica correspondicnte.

Para f=+2x—1 tenemos:

HETA =Y a -3 -2 -1 0 05 1 2 3 4 5
Rango (y) i i i i 0 1 173 223 264 3

y)
Para f '=x—2+l- (funcidn inversa) tenemos:
Dominio (x) —3 -2 —1 0 1 2 3 4
Rango (y) 5 86 1 B8 1 25 5 85
38
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La gréfica de f~ ' es una reflexién de la grafica f sobre la recta y = x.
como el intervalo [0.5,4-c0). El rango de fes el intervalo [0, +0c).

al rango de f.

Estudiando la grifica f observamos que su dominio ¢s todos los valores de x > 0.5 y se representa
De lo anterior se establece que el rango de f ' es igual al dominio de f y el dominio de f ' es igual

Gréfica de la funcién exponencial y logaritmica

Si elevamos una constante positiva a una polencia variable oblenemos una funcion exponencial, la cual
se representa como:

y=a,dondea >0y a=l.
Ejemplo

Dadas las funciones exponenciales f(x) = 2"y g(x) = [%] = 2%, traza la grifica correspondiente.

w =TT .‘P‘ ‘Ir=2‘
II
|
Pl -4 =9 2050 0 F 2 '3 4 '.
II
%%%%124815 \
II
451 =200 o B0 2 a4
£ i L 1
16 & 4. 1 =2 i el \
\"\.
A,
%
_.—-—'-""_’F/-‘- — o

creciente, mientras que la segunda es decreciente.

Estudiando la grifica de las funciones dadas tenemos que su dominio es (—oo,+00) y su rango [0,+400)
Se observa que una funcion es reflejo de la otra con respecto al eje de las ordenadas, la primera es

Considerando como base al niimero irracional e cuyo valor aproximado es ¢ == 2. 71828, traza la grifica
correspondiente a la funcién f(x) — &~

39
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Para resolver elaboramos una tabla de valores, de tal forma que:

-3 -2 -1 o 1 2 3

4

0.049 0135 0367 1

e 7.389 20085 54598

La grifica de la funcién y = €' arroja que su dominio se representa como (—oo,+00) ¥ su rango con
[0,4-00).

v

s

mos. cuya nolacion es:

La inversa de la funcién y = @* se denomina funcion logaritmo; podemos reconocer dos lipos de logarit-

a) log, v = x, se lee el logaritmo de base a del mimero y es igual a x.

b) Inx = b, se lee el logaritmo natural de x es igual a b.
Ejemplo

Traza la grifica correspondiente a la funcién y = log 3" que es inversa de y = 3"

Observa que el dominio de x es ¢l rango de la funcién logaritmo y que el rango de una funcion

exponencial es el dominio de x.
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Estudiando la grifica de las funciones dadas se establece que son continuas y mutuamente inversas.
El dominio de la funcion y = log, x es [0.+00) y su rango es (—oo.+oc). Para la funcién y = 3% su
dominio es (—oo,+0¢) y su rango es [0,+0a).
Ejemplo

Traza la grifica correspondiente a la funcién y = In_x que es inversa de y = €.

< -2 = 0 1 2 3 "8I Rango (y = In_x)
0.049 0135 0367 1 e 7.389 20085 54598 Eeluiredr:)

x

A partir de los datos graficados se establece que son inversas y continuas.
El dominio de la funcién y = In, x es [0.4-00) y su rango es (—oo,+00).

Grdfica de las funciones trigonométricas o circulares

Para oblener la grifica de una funcion trigonométrica, por ejemplo y = sen x y v = cos x, se analiza la
variacion en el circulo unitario.

Ejemplos

1. Dada la funcion fix) = sen x, traza la grifica correspondiente y encuentra su dominio y rango.
Para resolver se debe elaborar una tabla de valores de x y v. para ello se eligen aquellos que
sean multiplos del nimero 7.

=i 3 3 w T 3 5

Dominio - — - — —— Ml s _ =
(x) 5 T 5 3 ™ 2 > T 5 w 2 2 w

Rango (3) . I 1 ar 1 d r el v De 1

41
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kb | e
La
=

I
T

|
P | s +
=
| -
=
|
b |84

2m é
2

Al observar la grifica de la funcién, tenemos que el dominio de y = sen x es (—o<,+00) ¥ su rango
es [—1.1]. A partir de la tabla y la grafica podemos ver que la [uncion se repite ciclicamente cada 2,
se dice entonces que el periodo de la funcién es 2. La [uncion de sen x es impar.

2. Dada la funcion y = cos x encuentra el dominio y rango. Traza la grifica correspondiente. Para resolver,
seguimos el procedimiento anterior.

Dcariiks 1) —;:rr o, =

Majen

Rango (y) 0 1 (6] -1

bt

1

X d E'J1'
L —F j 2 T 2 3w
. ; i + - i ' - =X
. T 3 2w
=7 -7 \
2 2 2
e .
Periodo: 2w Rango: [—1.1]
Dominio: B . ¥ = COS X ¢S par.

3. Dada la funcion y = tan x, encuentra el dominio y rango. Traza la grifica correspondiente. Para resolver
la funcidn, se lleva a cabo un procedimiento similar que el de vy — sen x,

5 T T T T T T 5 T

Deeics B v B v N w Bl - BEWR
micse () 2 B 3 4 5 5 4 3 wh 3
Rango () o A —173 De 0577 ke o577 B9 1732 S50 o

Sw 5 =
Se observa que Ia“[_l_zi} = —3.732, tan (0") = Oy tan [I_?Zr] =3.732, al aproximarse a Ei la funcion

crece indefinidamente al igual que para —?—zr. es decir:

42
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Asimtota vertical

— s T
t-.ll,-.i--

Asintola vertical

Periodo: = -
Dominio: Todos los nimeros reales excepto - + K, siendo K un entero.

=

Rango: K
. m lan x es impar y creciente entre las asintotas.

Para intervalos entre otras asinlotas, se liene que la funcién es periddica para periodos de ., por lo
gue solo se necesila repetir la griafica anterior sobre intervalos de longitud 7 a la izquicerda y derecha al

intervalo inicial.

X

4. Dada la funcion y = cot x. encuentra el rango y el dominio. Traza la grafica correspondiente.

, se puede graficar la funcion

De la funcién y = tan x y de acuerdo con la identidad cot x =
E lan

v = cot x al usar los valores reciprocos de sus ordenadas.

Dominio (x) [T _z . s s z S0
2 12 3 4 6 & 4 3 12 2
—1 —1732 oo 1.732 1 0577 Q24T 0

Rango (y) 0 —0267 -0577
43
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—2n —T ™
: t : x
T L. 3
2\t 2
Periodo:
Dominio: Todos los niimeros reales excepto K, siendo K un entero.
Rango: B
. ¥y—colx esimpary decreciente entre las asintotas.
Dominio  Rango Dominioc  Rango 5 Dada la funcién y = csc x, encuentra el dominio y rango. Traza
(%) (%] (x W la grafica correspondiente.
—2x oo i 2 De la funcitn y = sen x y de acuerdo con la identidad
&
ERATE 2 CSCX = . se puede graficar la funcion y — csc x al
& Ll ) sen x .
7 usar los valores reciprocos de sus ordenadas.
—— 1 —cx -2
2 6 Periodo: 27
7 3 i K i
—E 2 S -1 Dominio: Todos los nimeros reales excepto K, siendo K un
enlero.
-7 o n 2
. & Rango: (—oco,—1] U [1,00)
S —2 2n o Y=CSCX esimpar.
™
—= =5 y
. o
& ~— Yy =CSCX
0 o0 2.1
== 2 I+
&
= x s
L2 1 =
2 2 11 2
-2

44
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Dominio Rango Dominio Rango 6. Dada la funcion y = sec x, encuentra ¢l dominio y el rango.
(=) v (x) 7] Traza la grifica correspondiente.
7 =
S 2 : ! De la funcidon y = cos x y de acuerdo con la identidad
— =
=27 L 6" BeC X = , se puede graficar la funcién y — sec x al usar
s 3 COS X
3" 2 S o los valores reciprocos de sus ordenadas.
—%rir o %:rr 2 Periodo: 27
4 Dominio: todos los nlimeros reales excepto I 4 Kn, siendo
== 2T 1 =
—3F —2 = K un entero. =
- _ = - Rango: (—oo,—1] U [1.00)
2
~ 3 ~Z S, Y=secx espar
m
== 0
2
— o
3
6] 1
L 2
3 x
m
= oo
2
A
N -
EJERCICIO 4
2 3 = | Dadas las siguientes funciones, encuentra el dominio y rango, utiliza la notacion de intervalos y
SERR—— traza la grafica correspondiente.
Competencias
s . f)=+x+3 7. fay=37—-8
; 2 H=NE=Y 8 pog=E !
: T xtd
. 3. fix)=+16—x?
- 4. f(x)=v4x—5  3x+42
g 5. fo="5%-3 10. f(x)=|x—7|
: 6. fl)=x+6 1. f(x)=|3x+ 6|

45
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: 5 U -3 si x <95 6. 109 x—4 s x < 3
: F W= 3 6 os e =1 s 3 <x
E —6 si x < -3 ii 2x—5 si ox <—1
: 13. f)—{-2 si 3<x<3 o L i TP
4 si 3<x
18. f)=—2Jx
; " ; x—1 si x = 2
; : _ i
=10 & x=2 19. f{x}z%
9—x? si z<3
15. fl)= G 2. (- x si x < 2
x—3 st 3<x 4 st x > 2
Il. Traza la grafica correspondiente para:

L. =3 § =35 6. v=arcsenx

L =P oy g T 7. y=arccosx

3. y=#€" 8. y=—arctan x y y — arccol x

4 yv=logx 9. v=arccscx

5. y=In5x 10. y = arcsecx

O Verifica tus resultades en la seccion de respuestas.« « « «

Operaciones con funciones

Las operaciones bisicas de las funciones son la adicién, resta, multiplicacién y division. A continuacion

definiremos cada una de ellas.

Adicién y multiplicacién de funciones

Dadas las funciones de variables real fy g con dominio Domfy Domg. respectivamente, entonces la adicién
[+ gy la multiplicacién f - g son funciones con dominio Demf 1 Domg y reglas de correspondencia:

Lf+ gl (x) = f(x) + g(x)
f gl (x) =f(x) - g(x)

Es decir:

(Adicion)
(Multiplicacién)

f+g = {x f(x)+ gx) | x € Domf 1 Domg}

(El valor de f + g en x es la suma de los valores de fy g en x)

feg={x.flx) - g0)) | x € Domf " Domg}

(El valor de f - g en x es el producto de los valores de fy g en x)
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—E{,i ; _*'-Scanfy g las funciones denotadas por, = {(1.4),(—2,5), (5.8), (7.-2)} y g = {(2.5), (1,-3), (3.1), (6,18),
_Eﬁ nr .13}
encuentra (f + g) vy (f- g).
Solucién

Se identifican los dominios y rangos de las funciones.
Domf= {1, -2,5,7} Ranf={4,5,8, -2}
Domg = {2,1,5,6,7} Rang = {5,-3, 1,18, 13}
La interseccion entre los dominios es
Domfn Domg — {1,5.7}
de lo anterior, tenemos que:
f+He={(1.44+(-3).(5,841),(7,-2+13)}
fHeg=1{(1L1).(59), 7.1D)}
[ = {(1LEX=3), G.8)(1), (7.(=2)(13)}
f-g ={(1,—12), (5.8), (7,-26)}

2 ®e-Dadas las funciones

f={(xf@)| ) =2 -9:xe[2.5]} y
£= {(Ia g(x))|glx)=x+2x€[3, 6]}

encuentra (f + g) y (f- g).
Solucién
El dominio de cada [uncion dada es

Domf ={xeR|2< x < 5}
Domg ={xeR|3< x < 6}

La interseccion entre los dominios es Domf M Domg — {x e R |3 <x < 5}
de lo anterior. tenemos que:

f+g={(xf(x)+gtx) | f(x) + gx) =x — 9 + x + 2; x € [3.5]}
freg={Gfx) +g&x) | f(x)+gx)=x 4+ x— T xe[3,5]}

-

47
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frg={(x,f(x) - g(x) | f(x)- g(x) = (x — N(x+ 2): x € [3.5]}
frg={(xf(x)- g0 | f(x)- glx) =x + 2" — 9x — 18: x € [3.5]}

e+ Dadas las funciones fy g tales que f(x) = 3x — 2 y g(x) = x* + 4, encuentra las ecuaciones para las funciones
(f+ 2) y (f- g), indicando el dominio de cada funcién resullante.

Selucien

(f+a)=fD+ex)=3r—24+2+4=2+3x+2
(f-X=F)-gD)=0Cx— D"+ D=3 +12x -2 -8=3" -2+ 12x— 8

Sea K ¢l dominio de fy g tal que B = Domf n Domg, es decir:

f+eg={f+g0)|f)+gx)=x"+3x+2xeR}
frg={x.f(x)-gx) | f(x)- gx) =32 — 22" + 12x — 8; x e R}

e-Dadas las funciones f y g tales que f(x)=+/x+4 yg(x) =+/x—1, encuentra las ecuaciones para las fun-
ciones ( f+ g) y (f - g). indicando el dominio de cada funcién resultante.

Solucién
(f+ o)X= f)+ex)=Jx+4+Jx—1
(f-eX0) = f)-g0)=(Vx+4)({x—1)

El dominio de f es [-4.4oc): el dominio de g es [1.400): la interseccion entre los dominios es:
Domf 1 Domg = | 1.+20). De lo anterior, lenemos que

f+eg= {(x,f(x)+g(x))|f(x)+g(x} =Jxr+44+Jx—lLixe I1,+OG{}
v fra={0e 100 g| F0- g = (Va+ 4) (Wx—T)sx e[l +ool)

Diferencia de funciones

Si fes una funcién de variable real, la funcién —f con dominio Domf se define por la regla de correspondencia

dada por (—f }x) = —f(x); es decir —f=(—D f.
Para cualquier otra funcion g tal que g(x) coincida con — f(x) para todo el Domf, también debera satisfacer

quef+g=10.
De lo anterior. la definicidn de la diferencia de [unciones establece que
f—g=f+(-g
48
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EJ‘JEMPI.QS
%;’ -v #+-Scan f y g las funciones denotadas por f = {(3.1), (4.2). (3.3), (6.4)} y g = {(3.9). (5.6). (7.3)}
=

A

I -L encuentra ( f— g).

el

Solucién
Se identifican los dominios y los rangos de las funciones dadas.

Domf—={3,4.5.6} Ranf={1,2, 3,4}
Domg = {3,5,7} Rang = {9, 6,3}

Para (—g). tenemos que:
Dom(—g) = {3.5.7} Ran(—g) = {-9. —6, -3} o, Domfr Dom(—g) = {3.5}
De lo anterior, resulta que:

f—g={(3.1-9),(53—6)} o f-2={(3.-8),(5-3)}

2 e®e:Dadas las funciones f = {(x, f(x)) | f(x) = 2x; x € [0.3]} y g = {(x, g(x)) | g(x) = x*; x € [1.3]}

encuentra (f — g).

Solucién
El dominio de cada funcion dada es:

Domf—={xe |0 <x<3}
Domg = {xe |1 <x<3}

La interseccion entre los dominios es:
Domf Domg = {xe |1 <x<3}
De lo anterior, tenemos que:
f—eg={0f(x) — gx) | flx) — glx) = 2x — xX; x € [1,3]}

También se observa que Dom(f — g) — Dom(f+ g)

3 ®e:-Dadas las funciones f'y g tales que f(x) = x' + 1 y g(x) = 2x’, encuentra la ecuacion para la funcién (f — g);
indica el dominio de la funcién resultante.

Solucién
(Ff—2)x)=fx)—gx)=x'+1-2"=x — 2"+ 1
El dominio de f'y g es el conjunto de los niimeros reales. puesto que Domf M Domg — I, es decir:

f—g={(xf(x) — g0) | fx) — glx) =X — 2 + 1; x € R}

49
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A ®e-Dadas las funciones [y g tales que flx)=+4—xT yg(x)=2+ E* determina la ecuacion para la funcion
x

(f — g): indica el dominio de la funcion resultante.

Solucién
(f— )W = f(x)—gx) =22 —[2+3]= Ja_2-5-2
X X

El dominio de fes [-2.2]: el dominio de g es el conjunto de todos los niimeros reales, excepto 0. La inter-
scccion entre los dominios es:

Domf N Domg = [—2.0) U (0.2]
Es decir,
DomfnDomg ={xeR|(-2<x<0U0<x<2)}

De lo anterior, lenemos que:

f—g= I(x,f(x}— glx)

f(x)—g(x)=+4—2x? —z—z;xe]ﬁ‘ —2,0)utﬂ.2)]
X

Cociente de funciones

1
Si f es una funcién de variable real, la funcién ? se define para lodos los valores de Domf tales que
fix) = 0 mediante la regla de correspondencia:

1 1
—=|(xX)=—-—
f fx)
Para f ] =1 si y sdlo si el dominio Domf es el conjunto de los nimeros reales y el rango Ranf no

contiene el cero. De lo anterior, la definicion del cociente de funciones establece que:

E g
& 8

EJEMPLOS
—ﬂ{; @e-Scan [y g las funciones denotadas por f — {(1.2). (3.8). (4.—1). (-5.12)} y g = {(1.4), (—3.2), (4,-7).
iﬁ?; (—5,6)}. Encuentra i

g

emplo

Solucién

De acuerdo con la definicion dada, tenemos que:
)
g 4 p) 7 6

50
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Se identifican los dominios de las [unciones dadas.
Domf = {1, 3,4, -5} Domg = {1, —3, 4, -5}
La interseccion entre los dominios es:

Domf n Domg — {1,4, —5}

De lo anterior, lenemos que:

1 1 1 1
e [[ [z]]~[“"‘[‘ﬁn-[‘m[g}]}
F_ 1 M1 (4]
L1} 1) 52)
2 ®e:Dadas las fuciones f = {(x, f(x))| f(x) =x’ — Lix e [25]} y g = {(x, g(x))| gx) =x + x + L;x e [1.4]}.
Encuentra i 5
g
Seolucién

El dominio de cada funcion dada es
Domf={xcR|2<x<5} Domg={xeR|1<x<4}
La interseccion entre los dominios es
Domfn Domg = {xc R |2 <x<4}

De lo anterior, lenemos que:

. 3
iz fix) f(.l-}z x'—1 xel2.4]
g g(x) gx) x*+x+1
iz " _;‘(1} f().‘} (x—1)(x? +x+l} xe[2.4]
g g(xj g(x) 2 +x+1
LY TON® o 4]
g g(rl o(x)

3 ®e-Dadas las funciones fy g tales que f(x) = 3x" y g(x) = x’, determina la ecuacién para la funcién i Indica
el dominio de la funcién resultante.

Solucién
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El dominio de fy g es el conjunto de los niimeros reales I, y ¢l dominio de la funcién resultante estd dado
por el conjunto de los reales excepto el valor x — (. Es decir,

I f.l (x) = [[‘@ fx) 3
g(x) 3

:x & R exceplo cero

g g(x)
4 ®e:Dadas las funciones fy g tales que f(x)=~9 —x? y g(x)=~x? —1; encuentra la ecuacién para la funcién
f

— e indica el dominio de la funcion resultante.

g

Solucién

f [ ll flx) ~9—x?
— o ia {t]::—-—:
g ! g g(x) x2—1

EI dominio de fes [-3.3]: el dominio de g es (—oo,—1] U [1.4+c0); la interseccién entre los dominios es
Domfn Domg = [-3,—1) LU (1.3].

De lo anterior, lenemos que:

|- [ L2
g 8 g(x)

flx) VO—x?

. = :xel-3,-1Du(l,3
a(x) x2—1 el (13]

Conclusiones

Al analizar el dlgebra de las Tunciones se ha establecido:
a) Para la adicion de dos [unciones f + g se suman los valores de las funciones dadas.
b) Para la diferencia de dos [unciones f — g se restan los valores de las funciones en el orden dado.

¢) Para la multiplicacion de dos funciones f - g se multiplican los valores de las funciones dadas.

i

) Para el cociente de dos funciones — se dividen los valores de las funciones en el orden dado.
g

El dominio de las funciones resultantes de la suma, diferencia y multiplicacion es el conjunto de todos

los elementos x que son comunes a los dominios de fy g; es decir. la interseccion de los conjuntos Domf

y Domg, lo cual se expresa en simbolos como:
a) Dom(f+ g) = Domf N Domg
by Dem(f — g) = Domf M Domg
c) Dom(f- g) = Domf 1 Domg
f

El dominio Dom = —= Demf 1 Demg. excepto los valores de x donde g(x) = 0, ya que la division

- - I.q
entre cero es imposible.

52
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EJEMPLOS o

,H’ e Dadas las funciones f = {(—2,1), (1,3), (2.7), (4,8), (5,100} v g = {(1.2), (—3.8), (4,—6) (6,10), (5.4)},
L

jemplo

delermina:

=
| =
o

a) f* e) 3f

3g
b) 4f — 2g
; f+28
c) 3f - Sg 3 -
d) (f—g)4)

Solucién

La suma y el producto de cualquier nimero finito de funciones se definen por las leyes asociativas en:

a) fi+hHht+hHi+--+f,

B £ fiofiviioF

Si todas las funciones son la misma luncién, denominada f, lo anterior se expresa como:
@) fHF+f+tf=fEtfsi -l 4wt li=fG4+1 41+ ot =0

by f«f-f+...«f" también por medio de las leyes de los exponentes, tenemos que:

[ f"=f"""(Domf" 1 Domf™), también:
|
ff=lyf =F<n>0}.

Las observaciones anteriores se aplican en la solucion del problema propuesto.

Q  p={2r) (1L3). (27) (4.8). (5.10))
= {(=2.1).(1.9). (2.49). (4.64), (5,100)}

b) 4f = {(—2,4(1)), (1,4(3)), QA(T)). (4.4(8)), (5.4(10))}
4f = {(—2.4), (1,12), (2,28), (4,32), (5.40)}
—2g = {(1,—2(2)), (—3,-2(8)), (4,—2(6)), (6,—2(10)), (5,—2(4))}
—2g = {(1,-4). (-3.-16), (4,12), (—6.20), (5.—8)}
4f — 2g = {(1,12 — 4), (4,32 + 12), (5,40 — 8)}
Af — 2g = {(1.8), (4.44), (5.32)}

c) 3f = {(—2.3(1)), (1,3(3)), (2,3(7)), (4,3(8)), (5,3(10))}
3f={(—2.3), (1,9), (2,21}, (4,24), (5,30)}
—5g = {(1.-5(2)), (—3,~5(8)), (4.—5(—6)), (6.—-5(10)), (5,~5(4))}
—5¢ = {(1,—10), (—3,—40), (4,30), (6,—350), (5,—20)}
3f— 5g = {(1,9 — 10), (4,24 + 30), (5.30 — 20)}
o o 3f— 5g={(1,-1).(4.54), (5,10)}

53
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d) (f—gf4)=8—(-6)=8+6
(f—gid) =

e) SF = {(—2.5(1), (1.3(5)). (2.5(7)). (4.5(8)). (5,5(10))}
Sf — {(—2.5), (1,15), (2.35), (4,40). (5.50)}
3g = {(1.3(2)). (—3.3(8)). (4,3(—6)). (6,3(10)), (5.3(4))}
3g — {(1.6), (—3.24). (4,—18), (6,30), (5.12)}

slra a3
% =5f- 3'g = [[1,15[%]].[4,40[—%]].[5. sn{é]”
e 2)

n 2 = {(1,2(2)).(—3.2(8)), (4.2(—6)).(6.2(10)), (5.2(4))}
2g = {(1.4), (—3.16). (4.—12), (6,20), (5.8)}
f+2g={(13+4), 48+ (—12),(510+8)}
f+2g = {(1.D), (4.—4), (5,18)}
g—1={(12—-1),(-3.8—1),(,—6—1),(6,10—1),(54 — 1)}
g — 1= {(1.1),(=3.7). (4.=7), (6.9), (5.3)}

wi- oo [aah (e} o) s ]!

f+2 lf—i—'?g)[—] |n 7(1). [4 4 —— ]]]
g-

f+2g 4

g_] - I(LT}- {45,}.]- {svﬁ')l

2 ®e:Dadas las funciones f, g, con reglas de correspondencia f(x) — x + 2, g(x) = x* + 2x + 2, sus dominios
respectivos son Domf = {x e R | -2 < x < 2}, Domg — {x € B | 0 < x < 3}; determina (3f + 2g)1).

Solucién

3f(1)=3(1+2)=3(3) =
2e(1) = 2[(1P 4+ 2(1) + 2] = 2(5) =
(3f + 2g)(1) =9 + 10
(3f+2g)1) =19

54
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Composicién de funciones

La composicion es olra operacion bdsica que a veces se considera como una multiplicacion de funciones.
Dadas las funciones fy g, la funcion composicion, denotada por fe g y que se interpreta como f circulo
£ o f composicién g cuyo dominio es el conjunto de elementos x € Domg lales que g(x) £ Domf y cuya
regla de correspondencia es: | fo g](x) = f(g(x)).

El siguiente diagrama nos explica la definicion de composicion de fcon g.

feg

-4

: (] o
/ _/ .

La funcién g tiene dominio en el conjunto x y rango en g(x); la funcién f tienc dominio en g(x) y
rango en f(g(x)).

[ g tiene dominio en x y rango en f{g(x)).

MPLOS

,;'T*"Dadas las funciones f — {(1,3). (2.5). (3.7). 4.9} y g — {(0,—3). (5.2). (6.3). (8.4}, determinafe gy g o f.
il
i

Solucién

La funcién fo g se representa como una correspondencia o mapeo, es decir:

0 5 6 8
_I:' B J_______.--" = > = —
feoz e | =
=3 o1 z
f i O
6 o 4 - "
fog={(5.5),(6.,7.(8.9)}
] | 2 3 4
i x:n:;%i <
RIERP R 7R R
s~ G
= A T
L 3 4

- 0
~ gof={(22)}

Cuando dos funciones fy g forman la [uncidn composicion como en el ejemplo anterior, se establece que
fe g+« gofporno presentarse la ley conmultativa entre dichas funciones.

55
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2 ®e:Dadas las funciones f = {(x, f(x)) | f(x) = 2" — 3:x € R} y g = {(x, g(x)) | g(x) = 2x — 1:x € R}. determina
fegyget

Solucién
[feglx) =flel) =f2x— 1) =2x— 1)’ =3 =4 —4x+1 -3
[foglx) =flglx) =4x —4x—2
lgofl0) = g(f) =g —3) =2 —3) — 1 =2 —6—1
[g o f1(x) = g(f(x)) = 2x* -7

Lo anterior también se puede expresar como:
fog={xf(gkx) | flg(x) = 42" — 4x — 2; x € R}
gof={(x g(f(x)) | g(f(x)) = 2 — T: x € R}

En este caso Domf — Domg — T, por lo que Domg o f — Domfe g — .

3 ®e:-Dadas las funciones f(x)=+x y g2(x)= x> —1_ determina H(x) si H — fo g y encuentra el dominio de H.

Solucién
H(x)=[f o g)(0)= flgtx) = fO2 - =x2—1
El dominio de g es (—oo,+00), el dominio de fes [0.4-00).
el dominio H es el conjunto de niimeros reales para los cuales x no estd en (—1.1), es decir:
(—oo,—1] y [1,40c).
4 ®e:Dadas las funciones, f(x)= Jx y glx)=3x—2 determina:
a fof b) gog Q) fog d) gof

Solucién

El dominio de g es (—oo.+00), el dominio de fes [0.4-00)

a  [fofl@=fFen=rfNx)=x =¥

¢l dominio de fo fes [0,+00).
b) [geglx) =gle(x)) =gBx—2)=33x—-2) - 2= -6 —-2—-9x—8

¢l dominio de g o g es [—oo,400).

c) [f o gl(x)=flg(x))= f(3x—2)=+/3x—2; el dominio de f o g es

2
= +ool.
3 “’]

d) [go flx)=g(f(x)= gu}}z 3Jx —2: el dominio de g o f es[0,00).

56
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EJERCICIO 5

l. Resuelve los siguientes problemas y en plenaria discute tus resultados.

“mﬂ I.  Dadas las funciones = (2,0), (3.8), (4,6), (5,2), (6,1) y g = (0.5), (2,9), (4,7), (6,3): delermina:

Competencias by f- *

e ivesind I8 b % 57
: c) f-& 2 2f+3g 22
o L WU ) =%
- ' 0 12— gl4) 2843
E 2. Dadas las funciones f = [{Ov@) [l%], {4\5} (6\5}} y
= {{D\E) (1L.V11), 2.0), [4,—]]}. determina:
: I |
: a) f+g d) = 2 f-gl2
: i . 3f
s b) f g e) f1_|_ 33 i) 4_[.,'

18 N 1f+e@ D g

3. Dadas las funciones f = {(x, f(x) | f(x) =2 — % x € [1.4]} y g = {(x.g(x) | g(x) = 2x + 1;
x € [2.5]}, determina:

: a) ft+g

: b) f—g

: O f-g

5 o 1

- g

E 4. Dadas las funciones fy g, con reglas de correspondencia f(x) =/x+8 y g(x) = +/x =7, determina:
. I S

: a) f+g d) 2f—4g g P

. b) 3f+2 e) f-

: i+ 2g f-8 o St

: &) f—8 o 2g-3

: 5. Dadas las funciones f(x) — x" y g(x) — 2¢" + 1. determina las ecuaciones para las funciones:
: @ [+ b fog O frg @ 1
determina lambién el dominio de cada funcion resultante.

57
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r 6. Dadas las [unciones fy g, determina el dominio de la funcién resultante de:
: £
s a) f+g d) % D I=g
: b) f—g 8) gof
: f_r} E
: €) f-g f
= Para:
r 1 x—1 1
5 1) fix)=vx—3;g(x)=— 4) flx)=——glx)=—
: x x+1 x
* 2) f(xj_x—?;g(x]_f—l—l 5 flo)= l’l—f;g(.t): ,’_rz_g
3) f)=/x;g(x)=x2—4 6) fx)=lxl:gx)=|x—3|
7. Dadas las funciones f = {(2,4), (3,9), (4,6), (5.7) y g = {(2,3).(3.2),(4,1), (5,00} determina ¢ ilustra
por mapeo:
a) fog
b) geof
8. Dadas las funciones f= {(x, f(x) | f(x) =4x — 2;x € R} y g = {(x, g(x) | g(x) = x* + 1l:x € R},
determina:
a) fog
b) gof
9. Dadas las funciones f(x) = S 4 y glx) = \f'_r determina ¢(x) si ¢» = fo g y encuentra ¢l dominio
de .
10. Dadas las funciones f(x)= 9 Domf = (—oo.+-o00); g(x) = 4x — 5, Domg = [0.3], determina:
X
a) fog b) geof c) fof d) gog
°Vefiﬁca tus resultados enlasecciGn de respuostas. s s s s s s s s s s s s s s s s s s 00 s 0 00 w00 b
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Autoevaluacién

1. Completa la tabla siguiente.

[6,13)

—f<Ax< 4
x=<2

[1.8]

1 <x

2. Escribe el conjunto de pares ordenados que forman parte de la funcion f'y obién el dominio
-6

y rango de la funcion si la regla de correspondencia estd dada por f(x) = 2
x_

3. Encuentra el dominio y el rango de las siguientes funciones. Utiliza tanto la notacion de
intervalos como la de desigualdades. Traza la grifica correspondiente a cada funcién.

a) f(x)=+/5+3x? b) flx)= jz__gl

59
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CAICIO DEFERENCIAL

4. Si se tienen las funciones denotadas por f= {(2.0), (4,7), (10,8). (3.6)} y g = {(11.2),
(3.8), (6.5). (4.7)}. encuentra (f + Tg) y (" — 4g).

; 1 i 2 .
5. Dadas las funciones f(x)= y g{x) = 3x — Bx’, determina:
Vi —x2 7

a) gof blg c) f-8

Encuentra el dominio resultante para cada caso.

60
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Evaluacién diagnéstica

1. ;Qué entiendes por limite de una funcion?
i

(o]

. Si la funcidn f. cuya regla de correspondencia es fix) — 3x — 20, demuestra que lim—35.
x—3

2 +8x+15

————— cuando x — 6.
x5 =125

3. Calcula el limite de la funcién g(x) =

4. ;Queé significa un limite infinito?

LA

. iLa funcion f(x)=

= cs continua? ; Por qué?
+Xx

62
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Limites y continuidad de funciones

Propésito de la unidad

Que el estudiante:

» Conozca el concepto de limite de una fun-

clon.

* Interprete limite de una variable.
= Aplique las propiedades de los limites.
= Distinga entre funcién continua y discon-

linua.

= Conozca medir segmentos reclilineos y con-
grucncia de segmentos.
= Realice el cilculo del limite de una luncion.

Contenidos que aborda la unidad

Competencias disciplinares
.

Construye ¢ interpreta modelos determi-
nistas mediante la aplicacion de problemas
algebraicos y geomélricos para la compren-
sién y andlisis de situaciones reales o for-
males.

Propone, formula. define y resuelve dife-
rentes tipos de problemas matemalicos,
aplicando diferentes enfoques.

Argumenta la solucion obtenida de un pro-
blema. con métodos numéricos, graficos y
analilicos, mediante lenguaje verbal y ma-
tematico.

Interpreta tablas, grificos, mapas, textos con
simbolos matemilicos y cientificos.

Contenidos

<
concepluales

Nocion intuitiva de limite.

Cilculo del limite de funciones.

Continuidad de una funcién.

- ‘Contenidos
procedimentales

Comprenderi el concepto de limite de una funcién.

Resolverd y argumentard, mediante los diversos casos que se presenlan, los limites

de diferentes funciones.

Identificard diferencias entre funcién continua y discontinua.
Resolverd problemas utilizando los conceptos aprendidos de los limites.

Contenidos
actifudinales

http://bibliotechnia.com.mx/portal /visor/webl/visor.php

Expresard ideas utilizando los conceptos de limites.

Colaborard con sus compaiieros al resolver problemas.

Aprendera a valorar el trabajo de sus compafieros al resolver problemas.
Contribuira con ideas de manera critica y acciones responsables a la hora de

trabajar en equipo.
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Nocién intuitiva de limite

;Qué se entiende por limite? Comtnmente se habla del limite de velocidad. del limite entre dos naciones,
del limite de peso de un boxeador. del limite de paciencia. del limite de elasticidad de un cable, del limite
de tensidn, etcétera; todo lo anterior nos hace comprender que un limite es un tipo de cota que en algunos
casos puede que se alcance o que se supere.

En el estudio del cileulo, la comprension del concepto limite es fundamental. por lo que es conveniente
explicarlo en términos précticos y aplicado a situaciones y problemas cotidianos.

Por ejemplo. pensemos en la relacion entre la fuerza aplicada a un resorte de extension (peso) y su
cambio de longitud: es decir, cuanto se deflexiona el resorie sin llegar a romperse. Para obtener esa infor-
macion, aumentariamos el peso suspendido del resorte para después registrar los cambios de longitud (s)
para cada peso agregado sucesivamente

Supongamos que el resorte soporta 25 kg antes de romperse. Cuando ¢l peso se acerca a los 25 kg, es ne-
cesario que los incrementos de peso sean cada vez mas y mas pequefios para no llegar al médximo de 25 kg.
Registrando las longitudes sucesivas de deflexion del resorte podriamos determinar el valor L, es decir, la
longitud S del resorte tenderd a L conforme el peso W tienda a 25 kg. Simbdlicamente se expresa como:

S — L (que se leerd § tiende a L) cuando
W — 25 (que sc leerd W tiende a 25) siendo

W < 25, establecemos que L es el limite de la longitud S.

Si se tomaran fotografias del resorte cuando éste es sometido a diferentes pesos podriamos observar
que la longitud mdxima que alcanzaria justo anles de romperse seria el valor maximo dado por L.

W=24.099 kg

Otro ejemplo de aplicacion se puede ver en la siguiente situacion geométrica, en donde f es una funcion
real. Sean A(x,. f(x,)) y B(x, f(x)) dos puntos cualesquiera sobre la grifica de f, tal y como se representa
en la siguiente figura:

S Alx, flx))
Bix]fix))

64
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Limifes y continuidad de funciones

La recta T es la tangente a la griafica de fen el punto A. La recta S, es la recta secante que corta a la
grificade Fen A y en B, la cual se aproxima a la coincidencia con T cuando B se aproxima a A a lo largo
de la curva. Es decir, la recta secante tenderd a parecerse a la recta tangente conforme las coordenadas del
punto B tiendan a las coordenadas del punto A.

Sea m_, la pendiente de la recta secante que pasa por A y por B. entonces, observando la grifica
anterior, la pendiente de la secante estd dada por:

— f{x)_f('r| }

I—XI

m

Conforme las coordenadas del punto B se acerquen cada vez mas a las coordenadas del punto A,
entonces la recta secante tenderd a la recta tangente vy, por lanto, la pendiente de la secante lenderd a la
pendiente de la tangente. Esto se expresa como:

m= lim m__— lim M
x—bxy ) x5 x_-‘_]

Si existe un nimero m, la recta que pasa por A con pendiente m es la recta tangente T. Este particular
limite. relacionado con el concepto geoméltrico de tangente de la grafica de fen un punto A, se denomina
derivada de fen x,.

Limite de una variable

En la geometria elemental se encuentra el conocimiento de una variable que se aproxima a un limite, por
ejemplo:

El drea del circulo se establece y se calcula como el limite comiin de las dreas de los poligonos regulares
inscritos y circunscritos de un niimero i cualquiera de lados. Asi, cuando el valor de n se incrementa, se
observa que el drea de los poligonos tiende hacia un limite, llamado drea del circulo: en otras palabras,
para cualquier circulo determinado de drea ¢ se tiene que conlorme aumenta el valor de n, el drea v de un
poligono inscrito o circunscrito se acercard indefinidamente al valor de ¢ de tal manera que la diferencia
(v — ¢) adquiera valores tan pequeiios como se desee.

Por conclusién, si la variable (v) tiende a la constante (¢) como limite cuando los valores sucesi-
vos de v son lales que el valor numérico de la diferencia v — ¢ puede llegar a ser. finalmente, menor
que cualquier cantidad positiva predeterminada tan pequefia como se quiera; dicha relacion se escribe
limy = ¢, o bien, v — ¢.

Eiemplo

Si v toma la sucesidn infinita de valores

11

L
; 4" 8 16  ~~Ton

fd | =

v g 1 i3
a medida que n toma los valores de 1, 2, 3, 4, ... ., va disminuyendo el pero conservindose positivo,
por lo que v — 0 al aumentar n. es decir, lim v = 0.
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Limite de una funcién

Si consideramos la [uncién f definida por:
-8

x—2

flx)=

donde el dominio contiene todos los nimeros reales excepto x — 2. Si queremos hallar el limite de f(x)
al aproximarse x a 2. es decir. si no nos interesa hallar el valor de f(x), puesto que f no estd definida en
x = 2; lo que se busca es el valor al que se acerca f(x) cuando x lo hace a 2.

Se determina f(x), considerando valores de x proximos a 2, es decir, al aproximarse por la izquierda.
Asi, tenemos los siguientes valores: 1.5, 1.75, 1.9, 1.99 y 1.999; al aproximarse por la derecha tenemos
2.5,2.25.2.1. 2.01 y 2.001. Al escribir estos dalos en una tabla, tenemos que:

X 1.5 175 1.9 1.99 1.999 —» 2 =+— 2.001 2.01 2. 225 5
fx) 225 105625 1141 112401 11599240 7«—12.006 120601 1261 1358625 1525

De la tabla anterior deducimos que el limite de f{x) cuando x se acercaa 2 es 12, es decir f(x) — 12
cuando x — 2. También representamos este limite como:
lim f(x)=12
x—2
Lo anterior implica que: una funcién no puede tender a dos limites distinlos a la vez, es decir, si el
limite de una [uncion existe, ésle es anico.

Definicion. Se dice que el nimero L es el limite de la funcién f cuando x tiende a x, si para cada nimero
€ < 0 existe un nimero & > 0, tal que para x € Domf se cumple que 0 < | x — x, | < &, implica que

|flx)—L| <&

oo lim f(x)=L El limite de f(x), cuando x liende a x,, es L.
X ilq]

La definicién anterior se interpreta geométricamente de la siguiente manera:

¥y
L+ES
LT
L—¢t+
4 } : 3> X
- X, x,+ 8

Para un nimero £ > 0 dado, se trazan las dos rectas horizontales y = fi) = L —Eyy=fl) =L+ &
por definicion, lim f =L requiere que dado £ > 0, se puede escoger & > 0, tal que si para cualquiera de

dos puntos (x.,y) sobre la grifica de f se cumple que su coordenada x se encuentra en el intervalo definido
entre las reclas verticales x = x, — & y x = x, + 4, entonces, la coordenada y también deberd ubicarse en
elintervalo L — £ < f(x) < L+ &.

66
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Ejemplo

Sea f la funcién cuya regla de correspondencia es f(x) — x + 4, demuestra que lim f(x)=6.
12

De la definicion de limite se tiene que para cualquier £ > O existaun & = 0 tal que:
|f(x)—6=|x+4—6|=|x—2| <&
siempre que 0 < ‘x = 2| < &, es decir, para cada £ > 0 tenemos & =¢£.
Entonces, 0 < ‘x = 2| < &= £ implica que:
|fe—3|=|x—2|<¢
EJERCICIO 6
M I. En tu cuaderno, contesta las siguientes preguntas.

e dednad 1. ;Qué se entiende por limite?

comespondientes
Competenci 2. Explica mediante un ejemplo la idea intuitiva de limife.
HERIRTS 3. Explica tu idea sobre el limite de una variable.
i 4. ;Qué se entiende por limite de una funcion’]
: 5. Escribe tu propia definicion de limite de una funcidn.
Il. Realiza el siguiente ejercicio practico.
1. Dibuja poligonos de 8, 10, 12 y 14 lados inscritos y circunscrilos a un circulo; compara las dreas
respectivas con base en el concepto de limite.
O Verifica tus resultados en laseccionderespuestas.s « s s s s s s s s s s s s s o o s o v v o w0 u s
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Célculo del limite de funciones

Propiedades de los limites

Al explicar la definicion de limite se utilizaron, sin mencion formal. algunas propiedades fundamentales
de la nocién limite; una relacion de las mismas se presenta a continuacion.

1. Sic es una constante, el limite de ¢ cuando x tiende a a es igual a c.

limc=c¢

X—d
Ejemplo

lim5=5

x—a2

2. El limite de x cuando x tiende a a cs igual a a.

limx=a

X
Ejemplo

limx=3

x—3

3. Sices una constante y fes una funcion, el limite del producto constante por funcion cuando x tiende
a a s igual al producto de la constante por el limite de la funcion.

lime f(x)=clim f(x)

Ejemplo
Iimd4x=4=Ilimx=(4)2)=8

x—2 x—2

4. Sif y g son funciones, el limite de un producto de funciones cuando x tiende a a es igual al producto
de los limites de las funciones.

lim f(x)g(x)= [lim f{'x)][lim g{x)}
Esta propiedad también se expresa en forma mds general para cualquier entero positivo n, como:

lim x" =a"

X
.
Ejemplo

limx? =|lim x] lim x]=(3]'t:3~]=(3)2 =9

x—3 x—33 r—3

Directamente. lim x2 =(32 =9

x-+3

68
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5. Sify g son funciones, el limite de una suma o diferencia cuando x tiende a a es igual a la suma
o diferencia de los limites de las funciones.

lim [f(x)+g(x)]=lim f(x)=+lim g(x)

Eiemplo
lim (3x2 4+ 2x)=Ilim 3x? +1lim 2x

x—5 x5 133

=3 1lim x2+2 lim x
x5 T3

=3(52+2(5)=75+10=85

6. Sity gson funciones, el limite de un cociente cuando x tiende a a es igual al cociente de los limites
de las funciones, siempre y cuando el limite de la funcién del denominador sea diferente de cero.

. lim f(x)
ind )z "  fim g(x) =0
—a g(x)  lim g(x) x-a
Ejemplo

spp_3 MG -3) s 3 g
1L — X 12 — - — l-_
e 2xt1 hmZz+D)  22)+1 5

x—2

7. Sifesuna funcidn, el limite de una raiz enésima de una [uncidn cuando x tiende a a es igual a la raiz
enésima del limite de la funcién.

lim/f(x) = [lim f(x)

X

Ejemplo

liszx?H=J|im(2x2+|)=\fz(2)2+l=J§=3
x42 2

Célculo del limite de funciones

Existen varios casos para calcular el limite de una funcion. A continuacion. describiremos y ejemplifica-
remos cada uno de ellos:

Casao |

Si la funcion estd expresada en su forma mas simple, se sustituye directamente el valor a que tiende la
variable independiente en la funcién, dando lugar al limite buscado.

Al aplicar las propiedades de los limites en la determinacidn del limite de funciones, se ha observado
que al sustituir directamente la variable independiente de la funcién con el valor a que tiende dicha variable
se encuentra ¢l limite de la funcién,

69
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Ejemplo

1. Calcula el limite de la funcién y = x* + 2x — 1 cuando x — 2.
lim f(x)=lim(x>+2x—1) = (2> +2(2) —1=4+4—-1=7
x—2 x-a2

3

. . 5x
2. Calcula el limite de la funcion y = L cuando x — —!—

x— 2
: 5 3
! lim(x*+5x) (1] o1 1.5 142
; X 8x Ty 2 2 8
lim f(x)= lim =—= = = =
o ot 4x—6  lim(4x—6) 1 4 2—6
- 3 . 4=|-6 ——6
x "2 2 2
21
& _ A
—4 32
3. Calcula ¢l limite de la funcién v:# cuando x — 1,
. X+
L an .
_  atiypgp-g BmGEHIx-3) a9 .0m) 3 o
lim f{x)=lim == = —— =1
N sl x+1 lim(x—+1) 141 2
x|

Formas indeterminadas del tipo {%

Al calcular el limite de un cociente. se ha observado que:

a) Siel numerador y el denominador tienen limite distinto de cero, el limite del cociente es igual al
cociente de los limites (propiedad 6).

b) Si el limite del numerador es cero y el del denominador es diferente de cero, el limite del cociente
es igual a cero (ejemplo 3).

¢) Siel limite del numerador es diferente de cero y el del denominador es cero, el cociente no tiene
limite y se establece que tiende a mas o menos infinito (+oc), segin el caso (ejemplo 2).

0
d) Silos limites del numerador y del denominador son ambos iguales a cero. se liene la forma I—] . que

0

se denomina indeterminada, ya que cualquier valor numérico que se ponga como cociente cumple
con la condicidn de que, multiplicado por el divisor, da lugar al dividendo. La indeterminacion se
puede eliminar mediante operaciones algebraicas sencillas, por ejemplo:

2—x—12

I. Calcula el limite de la funcién y—= cuando x — 4.

x—4

Al aplicar directamente la propiedad 6, tenemos:

- 2_ =
I e P B C) e B PR

s x—4  lim(x—4) 44 0
x4

Se obtiene la forma indeterminada.

70
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Pero si [actorizamos el numerador, lenemos:

—_— 3
m XX 12 O )M_l;nlgx+1)_4+3 7

4 x—4 x4_{;,f47

Lo anterior da lugar a un caso adicional que es necesario conocer para el cilculo de limites.

.l
13
2. Calcula el limite de la funcion v=w cuando x — —2.
g x+2
, a2 3y ImQE-3xbD o0 99 g 5340 15
lim f{x)= lim == = = —=+4x
x—2 x—s2 x+2 lim (x+2] 242 0
2
Caso |l

A veces es necesario simplilicar la expresion dada antes de sustituir directamente el valor de la variable
independiente. ya que no hacerlo da lugar a la forma indeterminada [a] . La transformacion de la expresion

dada se obtiene por medio de la faclorizacion del numerador y en algunos casos es necesario factorizar
el denominador.

Ejiemplos
7
1. Calcula el limite de la funcién y:% cuando x — 2.
I—_
a2 px—6 . (43T . xt3_243 5
lim————=1lim e
2 x2—4 5 z{x+2]M ;.1x+2 242 4

o
2. Calcula el limite de f(v)="‘ =

cuando v — 3.

i ¥ i IO A9 L 23y 49 94949 27 9
x-+3 _}"—9 i—+3 (\-+?}M 3 Jr+3 - 3+3 - 6 _2
Al calcular el limite de M cuando x — 2, al aplicar directamente la propiedad 6. lenemos:

]imv’_v’_ V22 0
2 X—2 2-2

] Se obtiene la forma indeterminada.

Para eliminar la indeterminacion es necesario multiplicar numerador y denominador por el binomio
conjugado del numerador, es decir:

O e AN B 2] Yrev2) Lo =1
£ X=—2 12| x—2 x+2 IBVZT(JT+\EJ
I 1
—E‘Trm N RS AN
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Caso lll

Para calcular el limite de una funcién dada es necesario simplificarla mediante la racionalizacion del
numerador o del denominador antes de sustituir el valor de la variable independiente directamente en la

expresion, ya que no hacerlo da lugar a la indeterminacidn [g]
Ejemplos

1. Calcula el limite de f(x) = 1 cuandox—0.

yxr41-—1
Jr+141

lim = = lim =
Jtaﬂw.fl'-i- 1—1 x=—) JI-I-[—I \I{I+I+1

@ﬂiﬂ(\fx_—i-lﬂ):\jﬂ_—i-lH:u

w(EF1+1)

xl-aﬂ' (X‘l‘l}_l

= lim
x—{

D
2. Calcula el limite de ﬂ_,;}=_4-x_ cuando x — 2.
3—x 45
g _AF . [ 4 x? 34 x2+5 _HmM—xHB+Jf+ﬁ)
32 32 +5 =2|3—224+5) |34+Yx2+5] =2 9—(x2+5)

,3(4 x;’“;_“; +5) ymw(;:ff y743) =lim(3:+Vx?+5)

—34+J(22 +5=3+/0=3+3=

ta

Uno de los limites mas importantes en el estudio del célculo diferencial para cualquier funcién se
determina por la férmula

fim Flx+h)— f(x)
0 h
Ejemplos

el
1. Dadaf(x) = ax’, determina lth

Si flx)= ax’
flx+h) =a(x+h =ax + 3ax’h + 3axh’ +ah’
i fat—f) 2 4 3ax’h+ 3axh® +ah® — g i M3ax’ + 3axh + ah?)
i) h = h kD jf
= lim (3ax?® + 3axh + ah? ) = 3ax? + 3ax(0) + a(0)? = 3ax?
fsid
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fx+h)— f(x)

2. Dadaf(x) — X’ — 3x + 5, encuentra lim
Bl h

Si f{}:):;{2 —3x+5
fx+h)=x+h?—-3x+h+5=x>+2xh+h*>—3x—3h+5

“mf(_l.'+h}—f(x) —]imxz +2xh+h —3x—3h+5—(x2-3x+5
hs

h h—D h
i 2 2xh A B2 3T 3hAS A7 3% S
hab h
=hm}f(2x+h—3j
h—D ,.Ff

=lim2x+h—-3)=2x+0-3=2x—-3
h—-0

3. Dada f(x)=+3x—1,determina lim M
D

Si f(x)=A3x—
fla+h)={3x+h-1
i SO — F(x) ]imJS(Hm—l —n3x—1
b0 h Bosl h
.j3u+m—|—J"u—1 J3Hx ) —143x—1
i h N3+ ) —14+3x—1
3a+m—1-Gx—1) . K+ + [
— lim = lim
#0 30t R T3 =1 0 A (Bt B —1+43x—1)
B 3 B 3 3
BT +3x -1 Br-14+8x-1 243z -1

4. Dada f(x)= 3. . determina fig L )= FLE),
ax

hsll [l

Si f-{;:):i

ax

x+h)=
fx+h) T
1 __] ax—a(x+h_]
g JEEM—F®) . a(xth) ax . ax[a(x+h)]
b0 h bl I h—0 h
Ak —afk —ah 3 3 - |

— lim i - S N
i nﬁ'x)‘fi[ax+!ﬂ] km?lx[a{r+h}] T}x[a(x+0'j] ax?
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5. Dada f(x)= ﬁ encuentra !’méw

1
8 flxy=-ne
L=
1
oy -y ST S
fE+h) J2Gc+h)
11 V2x — 20+ h)
o T
Iim_f(x+h) f[.r]zl.lm J2(1+h) Jﬂ:]‘,m @\L(I+h]
h—0 h B0 h B0 h
i J2x—26c+h) . [V2x—2c+ B ) V2x +2Gc+ )
— lim — lim
heo 22200+ kool AN2x2(x+B) |\ 2x + 2+ )
i 2x—2(x+h) . 2K 2% —h

im = lim
B0 EthQ(x +h)+2hix+h)N2x w0 }ﬁ’[_t,ll'Z(x +hy (x4 I:)\p'Z_r]
—1 —1 —1
= Il — —
nl.T} x\fﬂx+ O+ (x+0W2x xv2x+x3v2x  2ay2x

x2—3x

h)—
6. Dada f(x)=" feh)—j&)

h

. determina lim =
X — B

xT+43x
2x—1
(x+h?—3(x+h) x*+2xh+h*—3x—3h
Ax+h) -1 2x+h)—1

24 2xh+h—3x+3h x*-3x
“mf(x+h)—f(x)=“m 2Ax+h)—1 2x—1
) h b h
(2x —1)(x* + 2xh+ h* —3x —3h)—[2(x+ h)—1](x* —3x)

(2x—D[2Ax+h)—1]

Si fx)=

flx+h)=

= lim
0 h
27 4 4%+ 2ch? 657 65 — xF —2xh— I+ 35 +3h— 207+ paT — 2%+ ol + 6 — 3K
. (2x—1[2(x+h)—1]
= lim
50 h

2x2h42xh® —2xh—h? 4+ 3h
—lim (2x—D[2(x+h)—1] _lim H(2x2+2xh—2x—h+3)
B h Bl }f(ZJ;—l][Q(x—i—h)—]]
lim 2x-’+21(0’}—2x—0+3= 2x? —2x43 =2x2—2x+3
o (2x—1)[2(x+0)—1] Cx—D2x-1) (2x—1)?
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Limites infinitos y limites en el infinito

Si el valor de una funcidn llega a crecer sin limite cuando x tiende a a, se dice que la funcidn tiende a un

limite infinito y se representa como: .
lim f(x)=o00
h—0

Si la funcion crece sin limite positivamente cuando la variable tiende a a, la funcidn tiende a +oc;
si la funcidén decrece sin limite negativamente cuando la variable tiende a @, la funcion tiende a —e¢, lo
cual se expresa como:

lim f(x)=+4o00 lim f(x})=—o00
Ejemplos

;1] : 1

lim —=+o0 lim | —|=—0c0

-0 X= x—0 X

Se dice que la [uncion tiende a un limite cuando crece o decrece la variable independiente y ésta tiende
a infinito, es decir:

lim fix)= A

De lo anterior se concluye que existen ciertos limites que generalmente se presentan cuando la variable x
tiende a cero o a infinito, los cuales se enuncian a continuacion.

1. lim E:m o E:.m 4. lim E:D 0 i:ﬂ
o X 0 — X o'}

2. lim cx=0 o c0y=0 5 lim ecx=0 o0 cloo)=00
x—=0 Famrey
- - 0 T 00

3. lim ==0 0 —=0 6. lim —=oc o0 — =00
—0 ¢ c x—-wo C (s

Donde ¢ es una constante diferente de cero.

Formas indeterminadas del tipo {%]

Cuando se tiene un cociente de polinomios y se hace que la variable x tienda a infinito, se pueden tener los
siguientes casos:

a) Si el numerador tiende a infinito y el denominador liene limite. el cociente tiende a infinito.
b) Si el numerador tiene limite y el denominador tiende a infinito, el cociente tiende a cero.
¢) Si los limites del numerador y del denominador son ambos iguales a infinito, se tiene la forma

indeterminada [E] .
o0

La indeterminacion se puede eliminar dividiendo ambos términos entre la variable de midxima potencia
que interviene en la expresion. Como se verd a continuacién.
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, . 4x* -5 +6
I.  Calcula el limite de la funcion ¥ = N RS 3 cuando x — oo.
Tx—3x" 4 9x°
Dividiendo numerador y denominador entre x°, que es la mdxima potencia de la variable en la expre-

sion dada, resulta que:

4x3 52246 5 6 5 6
B R 5 L 4— =+
A0SR L LTt LT o oo 4-040 4
x -m?l’—BI +9.I' xim?x_-}-rz'i_ng x:mi_i_l_g X0 7 __i_i_g 0—0+9 9
X xr x (co)? oo

Caso [V

Cuando se desea obtener el limite de un cociente de polinomios y la variable independiente tiende a infi-
nito, es necesario dividir el numerador y denominador entre la variable de mayor exponenle que entra en
¢l cociente antes de sustituir directamente el valor al que tiende dicha variable.

Ejemplos

2
1. Calcula ilm-i
500 4.1'+8¥

2—5x1 2 2
-5 ——=5
I:m = lim X~ _ (o0)? . = .
4+a2 e dgy Aoy UG8 B
¥z X 050
7 4 243
3 G e o e
00 4—3_1'1'—21’313
3t 4 2217 4+ 3% 3, . 2 i 2
= —}-—-+1 FPREY (00)
llmL lim a2 el (00) G i
L A3d-20F i 4 3 4 3 _
2 2 x? ooy xloo)?
_0+0+1 1
T0=0—2x 2

Existencia o inexistencia del limite

Una funcidn f(x), en algunos casos, no lenderd hacia un limite cuando x se acerque a un valor numérico
particular. Por ejemplo:

a) lim— cuandox — 0 se anula el denominador. por lo que decimos que ¢l limite no estd definido para
PGS .
x = 0z por lo tanto, el limite no existe. Si registramos valores crecientes y decrecientes de x, se

observa que:
x>0 2 1 0.5 a1 0.01 0.001 0.0001—= 0
2| 0.5 1 2 10 100 1000 10000—» +oo
x
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A medida que x se aproxima a cero, desde valores positivos la funcion — crece mas.
X

—1 —0.5 —0:1 —001 —-0:001 -—-0.0001—= 0

—1 -2 —10 =100 —-1000 —10000 —»—0o

: g : s :
A medida que x se aproxima a cero desde valores negativos la funcién — decrece mds.
X

La existencia o inexistencia de un limite para una funcion f(x) cuando x — a, no depende del
valor de la funcién en a. Tampoco es necesario que la funcion esté definida en a.

Si lim f(x) =L el valor de L es un nimero al cual la funcidn puede aproximarse arbitrariamente

I g

permiliendo que se aproxime lo suficiente a a.

El comportamiento de la funcion cerca de @ y no su valor en a determina la existencia del limite.

A
b) llm|-—|- cuando x > 0y si |x] = x, el limite es igual a la unidad; cuando x < 0 y si |2 =—x, el
0 X

limite es igual a —1. Cuando x — 0 la funcién H tiende a dos valores diferentes, (1) y (—1), si
i

X se acerca a cero con valores posilivos o negativos.

|

Al no haber un limite tinico cuando x — 0 se dice que lim™" no exisle.
x-+0 X

Limites laterales
Permiten analizar el limite de una funcidn f(x) cuando x tiende a un valor numérico dado por la derecha
o por la izquierda.

Eiemplo

x+1 st x>1
Dada f(x)=1 . el el limite de f(x) cuando x tiende a la unidad por la derecha, f(x) tiende a
x4 8 xs

dos; cuando x tiende a la unidad por la izquierda, f(x) tiende a la unidad. Lo anterior se denota como:
lim' flx)=2 lim flx)=1
x—sl x—sl

Limite por la derecha Limite por la izquierda

Asintotas verticales y limites infinitos

Si el valor de una funcién se hace infinito cuando x — a por la derecha o por la izquierda, se dice que [a
funcién tiene un limite infinito y su grifica una asintota vertical. es decir:

lim f{x)=+o0 y lim f(x)=—00

X+
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Ejemplo
Sea f(x)= > Si determinamos la tabla de valores y su grafica, tenemos que:
x—
x 0 1 1.5 3 4
it —05 -1 —2 1 8.5

| Asintota

' vertical

Six se aproxima a 2 por la izquierda, f{x) decrece; si x se aproxima a 2 por la derecha, f{x) crece; es decir:

. . 1
lim =—00 y lim =400
—2Xx—2 -2t x—2

Larectax = 2 se denomina asintota vertical de la funcion. Para una funcién puede haber cuatro tipos
posibles de limites infinitos, que son:

a) limI flx)=4cc ) lim f(x)=—o00

b) limI fx)=—o0 d) lim f(x)=+o0
Asintota vertical par

Resulla cuando los dos limites laterales de la funcion en @ son infinitos y del mismo signo.

Asintota vertical impar

Resulta cuando los dos limites laterales de la funcion en a son infinitos y de signo contrario. Una asintota
vertical se presenta cuando un cociente tiene denominador nulo, siendo el numerador distinto de cero; en
el iiml, la razon indefinida % se puede considerar (+n0¢) o (—ox), segtin el sentido por el que se tiende

X
a cero como valor limite.
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Asiniotas horizontales y limites infinitos

Si el valor de una funcién tiende o se hace finito cuando x crece o decrece infinitamente, se dice que la
funcion tiene un limite en el infinito y su grafica ticne una asintota horizontal. Es decir, se cumple que:

lim f(x)=L y lim f(x)=L

T-a-foo
Ejemplo

3
Sea f(x)= _Txl . Al determinar la tabla de valores y su grifica, lenemos que:

x —oc =100 -10 7 -5 —3 —1 0 1 = 3 7 10 100 +oo
i) 3 208 33 35 375 R ctea f) 1h @3S 25 28y 297 29T 3

Asintota
honzontal
y=3
3
lim —— —3
I = X + I
X

El valor de f(x) tiende a 3 cuando x — +o0; el valor de f(x) tiende a 3 cuando x — —o0; es decir:

lim f{x)—3 y lim f(x)—3

g "] 00

La recta y = 3 se denomina asintota horizontal de la funcion.

Asintota horizontal por la derecha

Resulta cuando la grifica de la funcion se aproxima a la linea horizontal (y = L) a medida que x crece
sin limite (x — +o0).

Asintota horizontal por la izquierda

Resulta cuando la grifica de la funcidn se aproxima a la linea horizontal (v = L) a medida que x decrece
sin limite (x — —o0).

Una funcion puede tender hacia una o mas asintotas horizontales: también es posible que una funcion
corle su propia asintota horizontal.
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Ejemplos
¥
y=L
v=1I
X
i x
y=L' p=b
EJERCICIO 7
s |. Aplica directamente las propiedades de los limites y calcula los siguientes limites, si existen.
e e T lim x 9. lim 3x2
x—3 e -2
le;:!ahwifs ;. 5
i 2. lim(4x +5) & fige tE=t 10. lim(4x2 —8x+5)
Can . x—0 a2 4x—2 x2
disciplinares
. 3. lim{5x—2) lim(x2—4) 1. lim ]
: x—+—2 x—Z Jt-<32..'[+3
: 4. lim6 lim S5x 12, lim 322 +4
x—+d x-—a—| =32

http://bibliotechnia.com.mx/portal /visor/webl/visor.php

indeterminada [%]

. Bx?—2x
. lin
=0 2x
-
4. GE
——I X4
3 1imE
I<Dx
g EmlEtd
35X —25

lim

T

lim

li

lim

X

x24x-2
g x2—1
22— 3

1 x+1

o Xt 4x—21
mi

3 x—3

4 x+4

245544

10.

11.

2

. Aplica el artificio algebraico del caso Il y resuelve los siguientes limites que presentan la forma

. x2—8x412
lim

x—2 x—2
|
lim

1 x+1
=125
lim =

-5 x-—25
. -8
lim
dealE—

Aplica el artificio algebraico del caso Il y resuelve los siguientes limites que presentan la forma

indeterminada [%]

1. lim

x—0

J3+x—41

x

m

80

x
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3

T
gt =2

x— x—1
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3l x2-9 ; 1—x?

4. lim 7. lim—— 10, lim————
4 d—x 3t 7 —4 12 45fxt 43
2—4—x x1—4
5. lim———— 8 lim——
0 X a2Jx2 —3—1
& Il 9. lim

x—1
=33—x2—16 C xa 2432

IV. Para cada una de las siguientes funciones dadas, determina lim

flx+h)— f(x)

T T T I I A I )

Py h
: 1. f()—md 1. f) =28+ Tr—1 13, f)=x+9
: 2. f)=ar +bx+c . F =% 183 14, f(x)=——
S 9. fe)=ar+b 41‘“‘
. 10, f(x) =3 —5x 15, f(x)= e
5. f)—— 1 = fo) =21

)
X~

o 8l
5

6. fly=vx2—1 2. flx)= =
X

V. Aplica el artificio algebraico del caso IV y resuelve los siguientes limites que presentan la forma

indeterminada [E}
(s 4]

3244 ] 2x1 43 . Dy
. lim— 5 lim—— 9. lim
I me—fz—Tfs road+x—5x° x u::o."3+3
I v v i
5. T o & im e it e
x--rm5x+9_7f2 -0 81’—3 x l-:n]"j' —x—]E
2 7
3. fim 22 i G el
T—+00 3_1’ 43 00 8,1.'2 = SI + 3
3 a2 3 _ 5
A lim 8x* —3x°+1 ] limx +2x—35
T—+00 4XJ+5I—? X0 4_].'3—3

VI. Determina graficamente las asintotas vertical u horizontal de las siguientes funciones.

L fo) =+ e 5. f=rri—vx
2x24+3x-5
2x—5 3x—1 3x —5x42
2. flx)= £, e 6 et v
! 3x+2 U 3x% +5x—2 / 6x? —5x+1
O\'uﬁﬁ:atuﬁre:mu&uon!amdén&ompmnas_ ..............................
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Continuidad de una funcién

Nocién de la continuidad de una funcién

Una funcion es continua si su grifica presenta la ausencia de vacios o saltos, es decir, que se traza sin
despegar el lapiz del papel.

Ejemplos

Funcitn continua Funcion discontinua
Definicién Una funcién f(x) es continua para el valor x = a si se cumplen las tres condiciones siguientes:

l. f(a) existe o estd definida. 2. lim f(x) existe. 3. lim f(x) = f(a).

Tl

Si al menos una de estas condiciones no se satisface, la funcion es discontinua para el valor de x — a.

Ejemplo

Investiga si la funcion f(x) = 5x — 2 es conlinua para x = 3.

Primero se liene que determinar para qué valores de x & B la funcidn estd definida: efectuando el
andlisis correspondiente, se observa que la funcion esta definida para todo x € B

De lo anterior, tenemos que

si f(x)=5xr—2para f(3}=5(3) -2 .. Sesatisface la primera condicion, es decir,
f3)=13 f(3) = 13 la funcion existe y esta definida.

Para la segunda condicién, lenemos que

lim f(x)=lim{5x —2) =13 (existe)
x—s3

x—3

Se observa que también se satisface.
Para la tercera condicién, se liene que

lim f(x) = £(3)
13
13=13

.. Se satisface la tercera condicion

82

http://bibliotechnia.com.mx/portal /visor/webl/visor.php 4/10



14/2/2017 Bibliotechnia -

UNIDAD 9

Limifes y continuidad de funciones

Al satisfacerse las tres condiciones basicas, concluimos que la funcion f(x) = 3x — 2 es conlinua
parax — 3.
La funcién f(x) = x* es continua en el punto x = 2, ya que:

L f)=(2yY=4 2. limf(x)=(2)?=4 3. lim f(x)=4= f(2)

z—+2 T2
La primera condicion nos indica que una funcion es continua tinicamente en puntos de su dominio de
definicién; por ejemplo, la funcién f(x) = +9 —x? no es continua en x = 4 puesto que f(4) es imaginario,
por lo que la funcién no esta definida en dicho punto.
Una funcidn es continua en un intervalo abierto o cerrado, cuando es conlinua en todos los puntos del
intervalo. Del mismo modo. se dice que una funcion es continua cuando lo es en todos los puntos de su

dominio de definicién: toda luncién polinomial es una funcién continua. También son [unciones continuas
las expresiones de €', sen x y cos x.

Cuando el dominio de definicién de una funcidn es un intervalo cerrado a < x < b, la segunda condi-
cion de continuidad no se cumple en los extremos a y b, por ello se utiliza la continuidad por la izquierda
y por la derecha.

Una funcidn f(x) es continua sobre un intervalo cerrado |a.b] si:

f(x) es continua por la derecha en a.
f(x) es continua en cada punto del intervalo abierto (a.b).

f(x) es continua por la izquierda cn b.
La grafica de una funcién conlinua sobre un intervalo cerrado es:

¥

- : x
a b

La funcién f(x)=+4 —x? escontinua, ya que el dominio de definicidn es el intervalo —2 < x < 2; si

a es un niimero cualquiera del intervalo abierto —2 < x < 2, el lim+/4 —x? existe y es igual a 4 —a®.

X—+a

Si consideramos que a — 2, cuando x tiende a 2 por la izquierda sabemos que  lim /4 — x? =0; cuando
x—2

x tiende a 2 por la derecha sabemos que lim +/4 — x* no existe, ya que resulta un nimero imaginario.

x—2L
La discontinuidad de una funcién puede ser evitable y no evitable.
Ejemplos

2-9

1. Dada fix)= se establece que es discontinua en el punto x — 3, ya que:

a) f(3) no estd definida, por anularse el numerador y el denominador.

b) lim f(x)=6, la discontinuidad en x — a es evitable si f se redefine en x = a.
x—3
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De lo anterior hacemos el siguienlc andlisis:
x2—

flx)=

para f(3)= . E: esta indeterminacion se evita al factorizar la expresion del

numerador, es decir: flx)= % resultando g(x) = x + 3.

Las curvas representativas de f(x) y g(x) son iguales, exceplo en el punto x = 3; la primera f(x)
presenta un vacio y la segunda g(x) trata en forma adecuada de llenar el vacio de la anterior.

2. Dada f(x)= % se establece que es discontinua en el punto x = 1, ya que:

a) f(1) no esta definida, por anularse el denominador.

b) lim f(x) =00 no existe.
x—l

La discontinuidad en x — @ no es evitable ya que no existe el limile, es decir, la funcién es continua
en todos los puntos excepto en x — 1. en el que presenta una discontinuidad infinita.

Propiedades de las funciones continuas

De las propicdades de los limites se deducen las propiedades de las funciones continuas; es decir, si f(x)
y g(x) son continuas para x = a. las funciones siguientes son también continuas en a:

1. f(x) % g(x).

2. ¢f(x), donde ¢ es una constante arbitraria.

3. f(x) - g(x).
4. I4C3)

—— , siempre que gla) = ().
8(x)

5. flg(x)), al suponer que f(x) es conlinua en gla).

E.IEMPI.OS -

V’ ?- - Discute la continuidad de

d A

:|amp

i 10—x —1<x<3
(' ==
o -2 3<i=zd

Solucidn

Las funciones polinomiales 10 —xy x* — 2 son continuas en los intervalos [—1.3) v (3.4] respectivamente;
de lo anterior se deduce que fix) es continua en todo el intervalo [ —1,4]. Sélo se requiere analizar su com-
portamiento para x = 3.

lim flx)= lim (10 —x)=7 lim f(x)= lim(x?—-2)=
% s P x—a3t

Como ambos limites son iguales, se tiene que hm f(x) f(3)=T, en consecuencia, f(x) es continua cn
todo el intervalo [—1.4].
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Representacion grifica de f(x).
¥
3 0—x, —1<x<3
flx)=
x2=2, J<x<4
' t 3 T X
—1 2 3 4
x2—x-2
: = = K
2 ®e:Discule la continuidad de g(x)= x—2 en toda la recta.
2 x=2

Selucién
.
- . xr—x-2
La funcion racional olx)=—
dominio de x = 2. x—2
De lo anterior, sdlo es necesario analizar la continuidad en x = 2.
Para = 2 lenemos:
I_x-12

= lim

x—22

M{x+l}
%

fim g(x) = lim =
x4 2 Xx—2

=limx+1=24+1=3

12

fix) es discontinua en x = 2.

Representacion grifica de g(x).

& (22020
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csta definida para x = 2 y es continua para todo niimero real de su

Como g(2) = 3, entonces el valor del limite cuando x— 0 es distinto del valor de; g(2), en consecuencia,

£(x) es discontinua
5 enx—=2.
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3 e®=:Discute la continuidad de f(x) =+3—x.

Solucién

izquierda, ya que:

f3)=43-3=0 y
lim f(x)= lim 43—x=0
x—3 x—3

- lim f(x)=0=f(3)
x-+3

(—oo,3].

Representacion grifica de f(x).

flxy=3—x

4 ®e:Discute la continuidad de la funcion parte entera f(x) = [x].

Selucién

La funcién f(x) esti definida para todo x < 3, también se establece que f(x) es continua en x = 3 por la

Para todo valor de x < 3 la funcion dada satisface los requisitos de una luncidn continua en el intervalo

—25 -2 15 -1 =05 6 05 0% 1 150 19 7 WaS

29 3

x -3 i i i
RPN -3 =38 —2 =28 =1 =1 Mgh g ey 1 B 4 oz B

lim [x] =0 mientras que lim [x]=1
2= st

para cualquier niimero enlero tenemos que:

lim [x]=a= f(a) (continua por la derecha)

x—sat

lim [x]=a— 1= f(a) (discontinua por la izquierda)

—i X
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También la funcidn f(x) = [x] es continua en cualquier niimero que no sea enlero, ya que es constante

en cada intervalo (a.a + 1), donde a es un entero.

Representacion grilica de f(x).

¥
+4 —
=3 —0
=72 —
| =—n
S e T
+ t + t O t £ =X
| 2 3 4
— —1
PR TR TR
e #] +-3
—— . —4

Una aplicacion de la funcién parte entera es:

. ;Cuantos hermanos licnes?

2. ;Cudntos aiios ticnes?

3. ;Cudnlos hijos tiene la familia de tu mejor amigo?

EJERCICIO 8

. Entu cuaderno, responde con tus propias palabras las siguientes preguntas y socializa tus respuestas.

Explica en qué cosiste la continuidad de una funcién en un intervalo abierto o cerrado.
Cita los requisitos para la continuidad de una funcion sobre un intervalo cerrado.

Explica cudndo la discontinuidad de una funcidn es evitable y cuindo ¢s no evitable.

Il. En grupo y con asesoria de su profesor, discutan la continuidad de las siguientes funciones.

4 fa)=—

o 1. ;Coémo es la grifica de una funcion continua?
=88 ) Escribe la definicion de una funcién continua.
Competencias 3 Oué S —
genéricas . ;Qué es una [uncion discontinua’
4.
disciplinares 5
. 6.
: 7. Escribe las propiedades de las funciones continuas.
: l. fO=4—8+4
: 1
- Z. flxl=

142
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5. f(x)
E 6. fix)
T. Fix
8. f(x)
9. f(x)
10.  fix)
1. f(x)
12. f(x)

Q Verifica tus resultades en la seccion de respuestas.

x—5
2725

X

xt—49
x—7

. x+4
2+x—12

x—2
2 4+3x-10

x—1
x2—5x+4+4

X x<2
r—— -rl f)

XL

3—2x x<1
| = x<l1

—4x
T |2x2 —8x 2

http://bibliotechnia.com.mx/portal /visor/webl/visor.php

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

x+3
D]

i x—5
flx)=[x—1]
flx) =x—{[x]

5
fx) = -8
8
f@) = xr—2
4 —x?
flx)=————
3—\x?+5
x24x—2
=P

-----------------------------

88
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X 4+09x2 +29x+ 36
2 —16

1. Calcula el limite de la funcién g(x)=
artificio algebraico del caso II.

cuando x — 3 aplicando el

2. Determina lim M

; para cada una de las siguientes funciones.
0 1

. (1+x)P -1
a) lim————
h—0 X

b)) lim
034 x

¢) lim

3. Aplicando el caso IV, resuclve los limites siguientes.

. 332527
a) lim————
x -ml4_x—|—5x2

by lim 3+ 4x2 —17
T .mgf—6x2+3x—l

89

http://bibliotechnia.com.mx/portal /visor/webl/visor.php 110



14/2/2017

2 UNIDAD

Bibliotechnia -

CAICIO DEFERENCIAL

& i 100x —99

X400 X

Discule la continuidad de las siguientes funciones.

5
a) ﬂx')_x“—lb
b gu}=|x—ll|
x—11
l x<1
e glx)—=41 x

3 0=x<l
d) glx)=1 0 l<x<2
x—1 2<x<4

http://bibliotechnia.com.mx/portal /visor/webl/visor.php
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. ;Qu¢ entiendes por derivada de una funcion?

. Encuentra la derivada de las siguientes funciones y determina el valor de y cuando x = —2.

a) y=12x*+11x2—-10

1
by yv=5x+—
)3 I+3,1'3

. {Coémo se representa geométricamente la derivada de una funcién?

Indica si las funciones siguientes estdn en forma implicita o explicita. En caso de estar en
forma implicita, reordénala de tal manera que sea una luncién explicita.

a) 4x*+13xy—4y’ =14

b) JxP 43y —12=3

¢) x2+3y+yfl+y=y

_ x2+4
x4

d) y

. Encuentra la derivada de las siguientes funciones trigonométricas.

a) y=sen7xcos2x

b) f(x)=In(cos5x)

92
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Propésito de la unidad

Que el estudiante:

Conozca la definicion de la derivada como
razon de cambio.
Conozca la definicion de la derivada como

Competencias disciplinares
1

Construye e interpreta modelos determi-
nistas mediante la aplicacion de problemas
algebraicos y geomélricos para la com-
prensién y anilisis de situaciones reales o

formales.

Propone, formula, define y resuelve dife-

» Maneje las diferentes reglas o formulas para rentes lipos de problemas malemadlticos,
la derivacion de [unciones. aplicando diferentes enfoques.

* Realice demostraciones de las (6rmulas fun- 4. Argumenta la solucién obtenida de un pro-
damentales de derivacion. blema. con métodos numéricos, grificos y
analiticos. mediante lenguaje verbal y ma-
tematico.

5. Analiza las relaciones entre dos 0 mis va-
riables de un proceso social o natural para
determinar o estimar su comportamiento.

8. Interpreta lablas, grificos, mapas, textos con
simbolos matemalticos y cientificos.

pendiente de una curva.
* (Conozca la notacion de la derivada.

2

Contenidos que aborda la unidad

» Rapidez de variacion y rapidez de variacion instantinea.

» Regla general para la derivacion (regla de los cuatro pasos).
» Reglas o formulas de derivacién para funciones algebraicas.
= Pendiente de la recta tangente a una funcion en un punto.

» Regla de la cadena para derivar funciones compuestas.

= Derivacion de funciones implicilas.

= Derivacion de [unciones trascendentes.

» Derivadas sucesivas.

Contenidos
concephuales

= Distinguiri el concepto de derivada de una funcion, asi como su representacion
geomélrica.

= ldentificara diferencias entre los distintos tipos de funciones y como obtener sus
derivadas en cada caso.

» Resolverd y argumentara si una funcién es implicita o explicita.

Confenidos
procedimentales

Canlenidos » Expresard ideas utilizando conceptos de derivacién de funciones.
aclitudinales » Colaborara con sus compaieros al resolver problemas.
= Aprendera a valorar el trabajo de sus compafieros al resolver problemas.
» Contribuird con ideas de manera critica y acciones responsables a la hora de
trabajar en equipo.

93
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Rapidez de variacién y rapidez de variacién instantdnea

La derivada como razén de cambio

Existen variadas aplicaciones sobre el conocimiento de razon de eambio. Por ejemplo. los indices de
reprobacién en malemalicas, la tasa de desercidn escolar, los costos de produccion y la fuerza de los
vientos huracanados.

Las razones de cambio se refieren por lo general a cambios respecto al tiempo. pero se puede buscar
la razén de cambio respecto de cualquier variable relacionada. Por ejemplo, si disparamos un proyectil
cuya trayectoria se representa por la ecuacién y — —0.05x° + 2x se observa que la razén de cambio de la
altura y del proyectil aumenta a medida que aumenta su distancia horizontal x.

(20.20)

(25.18.75)
(15,18.75)
(10.15) (30.15)

(5.8.75) (35.8.75)

Six =35 laalura es y = 8.75; si x = 15 la altura del proyectil es y = 18.75; el cociente de diferencias de
la funcién y al pasarde x = 5ax = 15, es:

Cambiodealtura(y) _ Ay 18.75—-8.75

Cambio de distancia (x) Ax 15-5

1

El cociente de diferencias de y al pasar de x = 10 a x = 20, es:

Ay 2015

5 1
Ax 20—-10 10 2

Conclusién. Por lo general, se puede calcular el cociente de diferencias de y con respecto de x en un
intervalo Ax mediante la siguiente regla:

by = Ly = "Cociente de diferencias”
Cambioenx Ax
Si nos interesa la razon de cambio exacta de y para valores particulares de x. Por ejemplo, cuando x = 3,
;cual es la razén de crecimiento de y por cada unidad de incremento en x?7
La razon de cambio de y en un valor concreto de x se denomina razén de cambio instantineo de y
con respecto a x, la cual se calcula al hacer Ax — 0.

94
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Ejemplo

o . .
Para la ecuacion y = —0.05x" 4 2x se puede elaborar una tabla que contenga los cambios que sufren
ambas variables, asi como el cociente de diferencias a medida que el incremento en x se hace cada
vez. mds pequeiio, es decir,

x+ Ax Ay = (x + Ax) — f(x)

5 1 & 1.45 1.45

5 0.1 51 0.1495 1.495

5 0.01 5.01 0.014995 1.4995
5 0.001 5:001 0.00149995 1.49995
5 0.0001 5.0001 0.00015000 1.5000

De la tabla anterior se observa que el cocienle de incrementos se aproxima a 1.5 cuando Ax — 0.

De acuerdo al analisis anterior se puede definir que la razén de cambio instantdneo de v en x se
representa mediante la siguiente ecuacion:

fo):Ef-}—': lim éi= Liiii flx+Ax)— f(x)
dx A0 AX A0 Ax

Dicha ecuacidn es la definicidon formal de la derivada que puede considerarse como una razon de
cambio instantdneo de una variable con respecto a otra.

E“.!EMPI.OS

Q sepies

Tg-{ﬂ *O'Encucmm el cociente de diferencias de la funcion f(f) = 3 + 9 entre los dos puntos (1.12) y (2.15), y compara
E".:-"-- J ¢l cociente de diferencias con la razén de cambio instantaneo de cada punto.

Solucién
El cociente de diferencias de f(f) al pasarde t = 1 at = 2, es:

Afy 15-12

= =3
At 2—1

—_ |

La razon de cambio instantineo de f(1) en f se determina por: lim = W
At

AF() 3+ AD+9—(Bt+9) 3 +3A1+9-3t—9  3A1

3
At At At At
.. Para toda 1 se liene: % =3 y enparticular parat =2: % =3

2 ®e:-Se lanza una pelota cuya trayectoria se define por la ecuacién y — x — 0.02x, determina:

a) La grifica de la trayectoria.
b) La distancia horizontal total que recorre la pelota.

¢) Por medio de la simetria de la trayectoria, ;cudl es el valor de x para que la pelota alcance su mdxima

H altura?
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d) La ecuacién que indica la razén de cambio instantineo de la altura de la pelota respecto al cambio
horizontal en x = 0. 10, 15, 25, 30, 50.

¢) ;Cuil es la razén de cambio instantineo de la altura cuando la pelota alcanza su altura maxima?
Solucion

a) La representacion grifica de la trayectoria cuya ecuacion es: y — x — 0.02x" es:

——————————t+—+—+—+——>%

5 10 15 20 25 30 35 40 45 5

x: 0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
Y 0 4.5 8 10.5 12 12.5 12 105 8 4.5 0

b) Analizando la grifica se observa que:

Cuandox =0, y =0, y parax = 30, y = 0, por lo que la distancia horizontal total que recorre la pelota
es x = 50 unidades.

¢) Con base en la tabla y grifica anteriores, se observa que por simetria la trayectoria de la pelota alcanza
su maxima altura cuando x alcanza un valor de 25 unidades.

d) Siy=x—002¢
flx+ Ax) = (x + Ax)—0.02(x + Ax)?
flx+Ax)— f(x) = x+ Ax—0.02x2 — 0.04xAx — 0.02(Ax)? —(x —0.02x2)
— X+ Ax— 00257 — 0.04xAx — 0.02Ax)? — x L0625
= Ax—0.04xAx — 0.02(Ax)? = Ax(1—0.04x —0.02Ax)
fO+Ax) — f(x) _ AT(1—-0.04x —0.02Ax)

=1—0.04x — 0.02Ax

Ax A
fim LEFADS® 6 04x—0.02.00)=1-0.04x
Ar 0 Ax

Para x = 0, se tiene que:

dv F
—=f0)=1-004{0)=1—-0=1
a f

Para x = 10, se liene que:

dy

=L F(10)=1-0.04(10) = 1-0.4 = 0.6
dx

96
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Para x = 15, se tiene que:
% = f(15)=1—-0.04(15)=1-06=04
Para x = 25, se tiene que:
% = f(25)=1-0.04(25)=1-1=0
Para x — 30, se tiene que:
% = f'30)=1-0.0430)=1-12=—-02
Para x — 50, se liene que:
%: f(50) =1-0.04(50)=1-2=—1

¢) La razon de cambio instantaneo cuando la pelota alcanza su maxima altura es x — 25. Por lo tanlo,

ﬂ:f’(25)=1—0.04(25)=!—]=0
dx

La derivada como pendiente de una curva

La pendiente de una recta que pasa por dos puntos cualquiera M(x,.v,) y N(x,.y,) se determina por:

Ay »my
Ax X, —X

m=tlan @
I

La pendiente de una recta es constan-
te en cualquiera de sus puntos que la
/ constituyen, es decir, la recta tiene
/ x la misma pendiente en M que en N.

Para una curva que no es recla, la pendiente no es constante en ningtn punto de la curva. Es decir. la
pendiente varia de un punto a otro punto.

La curva tiene mds pronunciada su

N pendiente en el punto N que en el pun-
o M: por lo tanto, ésta no es conslanle
en ningiin punto de la curva.
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Para determinar la pendiente de la curva v = fix) en el punto M, se aplica la definicion de recta tan-
gente a la curva en dicho punto. Al referirnos a la recta tangente a una curva, se entiende que la recta es
tangente en un punto especifico de la curva, sin importar que la recta corte a la curva en algun otro punto.

¥=fx)
_—~ Recta tangente en M

/ - | I

Consideremos a continuacién la recta secante que pasa por los puntos M y N de la grifica de
¥ = f(x), es decir:

Nie+ Ax, y + Ay)

_ langente

secanles

Si suponemos que el punto N se acerca hacia M sobre la curva, dando lugar a reclas secantes sucesivas
desde N hasta M, se observa que cuando N se aproxima mas y mas a M., las rectas secantes tienden a una
posicién limite en la que se encuentra la recta tangente a la curva en M: de lo anterior se deduce que

la pendiente de la recta tangente es el valor limite de las pendientes de las rectas secantes, cuando
N tiende a M.

m = lim m
tangenic NoaM secanic

La pendiente de la recta secante que pasa por M y N es:

m _ Ay fx+Ax)— flx)

cuando N — M. entonces, Ax — (. Por lo tanto, la pendiente de la recta tangente es:

m B 2 ey N EA )
fngente 40X AraD Ax
98
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Definicién de la pendienie de una curva en un punio

En un punto de coordenadas (x. f(x)) la pendiente i de la griafica de vy = f(x) es igual a la pendiente de su
recla tangente en dicho punto y se determina por:

m— lim _A__‘_r:= lim flx+ Ax)— f(x)
Ar0AX A0 Ax

Al suponer que el limite existe se aplica el procedimiento denominado regla de los cuatro pasos para
calcular la pendiente de la tangente a una curva.
Ejemplos

I.  Siy = f(x). al dar un incremento de Ax a x para la funcién v también se obliene un incremento
Ay, es decir:

¥+ Ay = f(x + Ax)

2. Para determinar ¢l incremento de la funcién se restan las expresiones anteriores, es decir:

¥ +28y=flx+Ax)
—¥ =—f(x)
Ay= flx+Ax)— f(x)

3. Laexpresion resultante se divide entre el incremento de la variable independiete Ax para dar lugar a:

ﬂ_ flx+ Ax)— f(x)
Ax Ax

4. El limite del cociente de diferencias resultante cuando Ax — 0, es por definicion, la derivada o la
pendiente de la tangente a la curva de la funcion que se expresa por:

lim Jlx+Ax)— f(x) _
Ar i) Ax

m

Este limite permite definir a la derivada como un elemento fundamental del calculo diferencial.

Derivada de una funcién

La derivada de una funcién de una variable es el limite del cociente del incremento de la funcién sobre
el incremento de la variable independicnte cuando éste dltimo tiende a cero. Si el limite de este cociente
existe, se dice que la funcidn es diferenciable o que tiene derivada.

Notacién de la derivada

Para denotar la derivada de una funcidn f(x), se utiliza el simbolo f(x). También se puede hacer uso de

.. dy ; ) : i
la notacion ri_ . 0 bien, puede usarse la forma abreviada y' para representar la derivada de la [uncién y.
X
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Si a una funcion se le antepone ¢l simbolo % se enliende que dicha funcién debe derivarse con res-

pecto a x: la notacién Dx se usa en lugar de i Lo anterior determina la siguiente identidad,
x

fi= % == %[ fx)]=Dx (f(x)).
Resumen de simbologias para representar la derivada
a})  f'(x) representa la derivada de f(x).
d .
b) E‘r indica la derivada de v con respecto a x.
c)  v'es una forma abreviada de %

d) % | f(x)] indica la derivada de f(x) con respecto a x.

¢) Dx se emplea en lugar de s

EJERCICIO 9

I. Responde con tus propias palabras las siguientes preguntas.

e . ;Coémo se puede calcular el cociente de diferencias de una funcion?

comespondientes
. : 2. ;Qué es la razén de cambio instantaneo?
e 3. Escribe la ecuacion de la razon de cambio instantdnco de v en x.
gz'lpiimres 4. ;Por qué la pendiente de una recta es constante en cualquiera de sus puntos?
5. ;Por qué la pendiente de una curva no recla no es constante en cualquiera de sus puntos?
6. ;Qué se entiende por recta tangente a una curva?
7. ;Qué se entiende por recta secante a una curva?
8. Define la pendiente de una curva en un punto.
9. Define la derivada de una funcién.

10. Describe la notacion de la derivada.

ll. Determina el cociente de diferencias de cada una de las funciones entre los dos puntos dados; com-
para este cociente de diferencias con la razén de cambio instantaneo de cada punto.

I I T O O R I I A '

1. f(x) =S5x+ 11;(1,16), (2.21) 6. glx)=+/x2—1; (1.0), (3,,,/5)

2. fx) = 2x — 3 (0,-3), [%,0] 7. f=r—9; (3,0),(4,47)

3. fx)= X . (U,D),[ié] 8. glu)= \.I'HZ—ZS:(S.D}.{ﬁ.m}
x+1 4

5. h(0)=x"—2x+47;(-18),(1.6) 10. f(x) = x + 4x: (0,0), (0.1,0.401)
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lll. Resuelve los siguientes problemas y en plenaria discute tus resultados.

. Se dispara un proyectil a nivel del suelo con un dngulo de 45°, la ecuacién de su trayectoria es:

32
¥= -r_‘—jfxlj
J vyt

CR I T

Siendo la velocidad inicial (v,) en m/s.

a) Elabora la grifica de la trayectoria del proyectil.

b) Determina la coordenada de la abscisa en que el proyectil toca el suelo.

¢) Por simetria indica el valor de x en que el proyectil alcanza su maxima altura.

d) ;Cuil es la razén del cambio instantaneo de la altura cuando el proyectil se encuentra a su
méxima altura?

2. Dada f(x) = —0.009x" + x, calcula la razén de cambio f(x) respecto de x cuando x = 10 y cuando
x =130

3.  Uncohete se lanza verticalmente hacia arriba y estd a s metros sobre el suelo despucs de f segundos
de ser encendido, donde s = 560t — 161" (considera la direccion positiva hacia arriba), encuentra:

a) La velocidad del cohete a los 2 segundos después del encendido.
b) ;Cudnto tiempo tarda en alcanzar su altura maxima?

Q Verifica tus resultados en la seccion de respuestas.e » s s s s s s v v m v e m v v v n v 00000 . .

Regla general para la derivacién (regla de los cuatro pasos)

Como la pendiente de la recta tangente a la grifica de una funcién y la derivada de una funcién se definen
por el mismo limite, se puede calcular la derivada o coeficiente diferencial por la regla de los cuatro pasos,
la cual se denomina regla general para la derivacion y comprende los siguientes pasos:

. En la funcion dada y = f(x), se sustituye x por (x + Ax) y se determina el nuevo valor de la funcién
(v + Ay).

2. Se obtiene el incremento de la funcién (Ay) mediante la resta del valor de la funcién f(x) al nuevo
valor de la funcion f(s 4+ Ax).

3. Elincremento de la funcion (Ay). se divide entre el incremento de la variable independiente (Ax).

4. Se determina el limite de esta raz6n cuando el incremento de la variable independiente tiende a cero
(Ax — 0); el limite resultante es la derivada de la funcion dada.

EJEMPLOS .
L
E*". o Encuentra la derivada de la funcién y = x* + 3.
Si y=x43
v+ Ay=(x+Ax)P +3 } Primer paso
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X+ Ay =07 +2xAx+ (A2 + 8
_){ — X 3 Segundo paso
Ay = 2xAx+ (Ax)?
Ay = Ax(2x + Ax)

ﬁ:mzzx+m ] Tercer paso
Ax AT

. Ay

lim —=2x+0=2x } Cuarto paso

Ax—D

ﬁ —=2x
dx
2 ®e:-Encuentra la derivada de la funcion y — X —3x+09.
Si y=2x3—-3x+9
y+ Ay =2(x+ Axy —3(x+ Ax)+9 } Primer paso

y+ Ay =2 x* + 3x2Ax + 3x(Ax)? + (Ax)P ] - 3x—3Ax+9

X+ Ay =210+ 6x2Ax + 6x(Ax)? + 2(Ax)’ — 36 —3Ax+ &

_}.1 - 25+ 3K - Segundo paso
Ay = 6x*Ax + 6x(Ax)? —2(Ax)® —3Ax

Ay = Ax[6x? +6xAx+ 2(Ax)? —3]

, 2 " 2
4y _ AT (67 +6xAx +2(A0)* 3] = 6x% + 6xAx+ 2(Ax)? — 3} Tercer paso

Ax XX
i ﬂ\‘p" 2 2 2
lim a = 6x° + 6x(M)+ 20 —3=6x—3 } Cuarto paso
Ax 0
2{"-— —6x2 —3
dx
3 ®=-Encuentra la derivada de la funcién y= iz
- 7y
Si V= ij
x?
4 .
¥+ Ay= A Primer paso
e 2

102
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FAy——

2'( d (x+ Ax)?
4

4 4

ﬂ | T e—
? (x+Ax)? 2

Derivacion de funciones

Segundo paso

422 A4+ AxP 4T 4T SxAx—4(AxP  —Ax(8x+4Ax)

A
4 x{x+Ax)? Xx+(x+ Ax)

Ay  —AC(Bx+4Ar)  —(8x+4(Ax)
Ar  AXE[2(x+AxP] 22(x+ Ax)?

Ay {8x+4(0)] —(8x) —8x B

l' ST p— pr— p— —_— e
,:-..:n-lu Ax x(x+0)2 2(xy i
dy 8
dx x?

4 ®e-Encuentra la derivada de la funcién u =

2(x+Ax)?

] Tercer paso

] Cuarto paso

44+v2
Si o= >
4497
u+Au= P R } Primer paso
4+ (v+Av)?
5
R Ry ¥
A =~ 4 —sz
5 5 Segundo paso
TArv+ AV A2
S4+vH) -S54+ v+ AvE] 2045v2 — 5[4 +v2 + 2vAv +(Av)]
TG r A 4+ V)[4 +(v+Av)]
o 20+ 5v7 — 20 — 5¢7 —10vA —5(Av)? _ —Aw(10v+ 5Av)
(4+v)[4+(v+ Avy] (4+v)4+(v+Av)]
Au_ —Munwﬂm))_ _ (10v+5Av) ] Teisir paso
Av Avid+v)4+(v+AvY?] @ +v)4+(v+ Av)?]
lim Au : —(10v+5(0)) B —10v _ } Bl
Ao Ay AV 4+ (v+002] (dHv2X44vE)
du 10v

A (4122
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5 ®@e-Encuentra la derivada de la funcion y= z +2.
x
By x+2
X
(x+Ax)+2 .

Vi e Terend e Primer paso
: ¥ (x+ Ax) 4
}(+ " (x+ Ax)+ 2

) (x+ Ax)

2
— }( i AL Segundo paso
x
- (x+ﬂx)+2_x+2
(x4 Ax) x
Ay AE+A)+2]-(x+ Ar)x+2) X x Kx4 26 — 5% — 28 —x Kx—2Ax
i x(x + Ax) x(x+ Ax)
Ay  2Kx 2 Tercer paso
Ax  AXf[x(x+Ax)]  x(x+Ax)
lim o =— 2 = 2 Cuarto paso
Ar—s0 Ax Mx+0) x?
dy_.2
dx 2

6 ®e-Encuentra la derivada de la funcién y — (@ — bx)".

Si y=(a—bx)’ =a®—3a’bx + 3ab’x* —b’x?
v+ Ay=a?—3a’b(x+ Ax) + 3ab* (x + Ax)P: — b3 (x + Ax)?
v+ Ay =a®—3a’bx—3a’bAx +3ab? [ x* + 2xAx +(AxP |- b2 + 3x2Ax + 3x(Ax)? +(Ax)]
¥ +Ay= a* — 3a*bx —3ahAx+ 3ab?3T + 6ab xAx+ 3ab (Ax? — b7 —3b3x2Ax
3Ry =y Segundo paso
A& =" + 3@bx — 3ab’T + P

Ay =—3a’bAx+ 6ab’xAx + 3ab™ (Axy — 3322 Ax — 33 ax(Ax)? — B3 (Ax)?

| Primer paso

Ay  XC[—3a’h+6ab x + 3ab? Ax — 36°x2 — 3b°xAx — b(Ax)]

— = Tercer paso
lim ) =—3a’bh+ 6ab”x + 3ab®(0)— 3bx? — 3b°x(0) — b (D) } Cuarto paso
Ax—al)
lim 22— 34% 1 6abx — 3%
Ax—al

% = —3a’b+ 6ab’x — 37 x?

X

104
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7 ®e-Encuentra la derivada de fa funcién y=/5x.

Si y=+/5x
v+ Ay =/5(x+ Ax) | Primer paso
¥+ Ay =/5(x+Ax)
—_ﬁ ;| Segundo paso
Ay = 5(x+ Ax) —/5x
Ay— [P35+ ala}—ﬁ]

J5(x + Ax) +5x

JS(x + Ax) ++/5x

] Proceso de racionaltzacion

S(x + Ax)—5x 5% +SAx— 5%

Ay= =
s+ A0 +V5x S5+ A ++5x
ﬁ: SBx Tercer paso
Ax  AE(JS(x+ Ax) /5%
. Ay 5 5
lim — = —— Cuarto paso
a0 Ax  fS(x4+0)++5x  245x ] g
B9
dx o 25x

8 ®s:Encuentra la derivada de la funcién s =1 2.

Si s=+1—-1
s—i-ﬂs:m } Primer paso
YOI vy

N =

As= 1t + A2 112

I Segundo paso

Proceso de racionalizacion

As

[J1—G A2 —Jl—rE] J—G+ Ay +1-17
1 JI—@+ A 4112

e e——

AP () [ -UA— (AP A+
JI—+ A +41-12 J=@+A2 +1-p

105
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As XE(—2t — At B —2t—At
At pq (I—ar A 4VT—2)  JI-G AP 11

As —2t—0 B — A ot
At 1@ +02 +V1-2 ZN1-2 4112 J1-12
ﬁ__ t
i J1-1
. . 1
Q ee-Encuentra la derivada de la funcién y=—.
T Jax
Si v—L
T ax
v+&'—7l
e Sy g

|
FAy=——
)( Y alx+ Ax)

|
4 =
1 1
Ay— =
Y alx + Ax) @
&1'__=\.%—\.I'a(x+.&x)= JE—.,,:'H{I-I-.&U Ja_x+-.||'a[x+:5.x)
T JaxJa(x+ Ax) JaxJa(x + Av) Y Vax + Ja(x + Ax)
& ax — a(x+ Ax) ﬂ.‘f—,af—ﬂ/ﬂr)

Ay —Ax 1

" axJa(x+ Ax) +Jaxa(x + Av) ,Jlia(x+ Ax) +Jax(x+ Dx)}

Ay 1 1

Ax A‘Jﬂfl-l— 0) + Jﬂhrl'x+ m o 2xax

106
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Segundo paso

Proceso de

racionalizacion

] Tercer paso

} Cuarto paso
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1
10 ®=:-Encuentra la derivada de la funcién y = x3.
1
Si y=x3
1
y+Ay=(x+Ax)3 } Primer paso
1
¥+ Ay =(x+Ax)3
! Segundo paso
_}{ =53
o
Ay=(x+Ax)3 —x3
K — (x+.f'_\1.}*— r3 (x+ .&x]? +13(1+&x)1+r* Proceso de
i 1 GiE m)j T )__; fi g ﬂu‘ﬁ + x% racionalizacion
" (r+&t)+M+M—M{ BarEat —x
.“:
(x+ K_‘u]“ -i-x‘(l. & .flu:)3 -i-x“
By, oy B :
Ar B 1 2] ] I 1 2 Tercer paso
,éi{hix + Ax)3 +x3(x+ Ax)3 +.r-“] (x+Ax)3 +x3(x+Ax)3 +x3
. Ay 1 1 1
]1m§= ER i 2 3§ * 3 - 2 } Cuarto paso
fir==l (x+03 +x3(x+0)3 +x3  x3+4+x3 423 3x3
&
o 3x3
EJERCICIO 10
rwrwrwpemsme | Aplicando la regla general para la derivacién, determina la derivada de las siguientes funciones.
. y=8—35 3. y=2¢
Competencias X
e 2. y=a+bx 4, y=x—-3x
e
107
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: 5. y—ar 25. y=+x_3
: 6. y=2x—T¢
E T }'_3_xi+5_x_| 26. y=+/1+3x2
: 8. s=2r+4r 31 2
. 27, y=—7
: 9. u—m' Jx
10, S=6-—-3t4+17 8. v—JIE5x
. 1. y=-12 i
g X+a 29, y—
: x1+4 - l—_T
2. ¥=
) 1
30. y=
41 T 2nx
13, y=
X 72
1-2x . y=5
14 y= 2
32. y=(01+2’
5 v_2x+5
S0 T T
Sx
16 y=——
R S| M. y=3ax
x?
'\.‘:
M a+ bx? 35. y= '
| = 3412
8. u—— .
v 49 S X8
R o
19. y=(m+ nxy
|
20, y—x(2—2x 39 G ME PE
P 3,2
2. y=05—x)(2—3x) ;
. Yy===
22 s=(1+x’ o x
2
2. y=a+bx 39. y:z_"”
x Toox=2
4_x? ”
24, y= e 40. y=2x(a’— x°)

QVoriﬁcah.l:nsultadu;anlamci&ndnm:puuta:.o R I R I
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Reglas o férmulas de derivacién para funciones algebraicas

La regla general para derivacion (regla de los cuatro pasos) es fundamental, puesto que se calcula direc-
tamente de la definicion de derivada como limite. El procedimiento para aplicar esta regla es laborioso
v ledioso, por consiguiente, se han deducido de la regla general formas especiales que simplifican la
derivacion, las cuales llamaremos formulas fundamentales de derivacion.

Férmulas fundamentales de derivacién

1. La derivada de una constante es cero.
dic) B
dx

0

Demosirocion: Siy = e; por la definicién de limite, tenemos que:

Lo BN R
dx - Ar 0 Ax Avif) Ax D
d{c)=D
dx

2. La derivada de una variable con respecto a si misma es la unidad.

d(x) -
dx

Demaostrocion: 8i v = x; por la regla general, tenemos que:

1

V+Ay=x+Ax
j—l—.ﬂy:.r—l—&r

Y —

Ay=Ax

ﬂzﬁzl lim &Y

Ax AT Ar0 Ax
d) |
dx

3. La derivada de la suma algebraica de un nimero finito n de funciones, es igual a la suma algebraica
de las derivadas de las funciones.

i(u-l—v w}-ﬂ+£—ﬂ
dx dx  dx  dx

Demostracion: Siv =u 4 v — w; por la regla general, tenemos que:
¥+Ay=(u+Au)+(v+Av)—(w+ Aw)
X +Ay=4f +Au+t ¥+ Av— ¥ — Aw
F —A A
Ay =Au+ Av—Aw

109
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oy Ak av AW
Ax Ax Ax Ax
) Ay ] Al aplicar las propiedades

A Y LAY . Au ;
lim —= lim —+ lim —— lim —
Ar 0 Y Ar 0 AX Ac0 AX Aco Ax

ﬁ_ du dv dv

dx  dr  dx dx

i{u+v—w]—d—”+@—ﬁ
dx Cdx  dx  dx

de los limites, resulta:

4. La derivada del producto de una constante por una funcién es igual al producto de la constante por la
derivada de la funcién.

— (V) =c—
©v) cdx

Demaostracion: Si y = ev: por la regla general, tenemos que:

y+Ay=clv+Av)
)"+ Ay = gf +chw

A =t

Ay =cAv
Ay cAv
Ax  Ax
. Ay . Ay Al aplicar las propicdades
lim —=¢ lim — .
Ax 0 AX Ax 0 Ax de los limites, resulta:
dy dav d dv
—_=— oo —ev)=c—
dx dx dx dx

5. Laderivada de un producto de dos funciones es igual al producto de la primera {uncién por la derivada
de la segunda, mis el producto de la segunda por la derivada de la primera funcién.

i[.Lw] = uﬂ + wE
dx dx

Demaosiracion: Siy = uv; por la regla general, lenemos que:

y+ Ay = (u+ Au)(u+ Av)
f+ Ay= }{1’/—|—u.ﬂw +vAuR+ AuAy

A =

Ay = uAv+vAu + Audwy

110
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ﬂ _ ul\v 4 viu L Auy
Ar  MAx Ax Ax

lim ﬁ= lim ug-i- lim véu-+—u+au£
Ar—0 A Ar A Arn Ax Av Ax

5 Ay Lo :
El limite del producto &uzcs cero, de tal forma que al evaluar los demas limites, se obliene:
X

dy_dy da
dx dx dx

6. Laderivada de la potencia de una funcién de exponente constante es igual al producto del exponente
por la funcién elevada a un exponente disminuido en una unidad y por la derivada de la funcién.

d dv
"y — n—|
Ih nv

; ; d
6a. Cuando v = x, la [érmula anterior se transforma en: Ex—[x" )=y

Demosiracion: Siy = x™; por la regla general, tenemos que:

v+Ay=(x+ Ax)" (nesun nimero enlero positivo)

ot n-2
2= AP o (A

2!+£\_v = "+ Ax 4

N

o n-2
Ay= - A +%{,&x}2 + ... (Ax)

o -2
A |n 1 R ::” (AX) + ...+ (Ax)p!
Ax bk '

n—2
fin oL et BN o (= e
Ar 0 Ax 2

Al aplicar las propiedades
de los limites, resulta:

ﬂ:mn 1 i(x")=nx” 1
dx

dx

7. Laderivada de un cociente de funciones es igual al producto del denominador por la derivada del nume-
rador. menos el producto del numerador por fa derivada del denominador, todo dividido entre ¢l cuadrado

del denominador.
du dv
1_' T _u.....
i[i‘.]zM
dx v vl
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53 ; il
Demostracion: Si y = —; por la regla general, tenemos que:
I ==

u+ Au
}+&}r_v+&v
u+ Au
)[+&y=v+&v
_1{ o
v
&v=u+ﬂu_£
v Av v
o viu+ Ay —u(v+ Av) B vil + v:’_\.u—ﬁ—u&v
: viv+ Av) viv+ Av)
AU — v
Ay viv+Av)  vAu—uAv
Ax Ax An(v+Av)
vAu—uAv Au Ay
Ay Ax _ Ax hx

Ax  Xov(viAv)  wv+Aw)

A

; Au Av '
J:ﬂ]uva - i:ﬂjﬂu Ar Al aplicar las propiedades

lim — =
Ar—0 X lim v(v+ Av) de los limites, resulta:
Ax—+0
dy  “dx dx . _f!_[z]_ dx . dx
dx 2 odxlw v?

Ta. La derivada del cociente de una funcién dividida entre una constante es igual a la derivada de la
[uncién dividida entre la constante.

du
i[ﬂ]_ﬂ_[l]ﬁ
dele) ¢ leldx

o : 1
Demaostracion: Si y = —; por la regla general, tenemos que:
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ay .o
Ax  eAx
lim Ay _ lim [l E".z[l lim Au Al apiu::ﬂr-las propicdades
Ar o Ax arole) Ax clax 0 Ax de los limites, resulta:
@_[lﬂ . iEJ_[lﬁ
dx  \c)dx T odele) leldx

7h. La derivada del cociente de una constante dividida entre una funcion es igual a menos el producto
de la constante dividida entre la funcion al cuadrado, todo por la derivada de la funcién.

i{E]_ [Lﬁ
delu)  \u?)dx

- - C
Demostracion: Si ¥ = —; por la regla general, tenemos que:
i

y+ Ay=
T ou+Au
IR |
u
Ay= =
T u+Au o ou
Ay ci —clu +&u}_,ﬂf—ﬁﬁ'—cﬂ.u
T wu+Aw)  ulu+Au)
—cu
Ay w(utAu)  —cAu
Ax FANS Axu(u+ Aai)
—cAu Au
A Ay A
Ax  Axu(u+ Au)  w(u+ Au)
Ax
. Au
Ay —c¢ lim —
fim 2 acolx Al aplicar las propiedades de los limites, resulta:
acs0Ax lim o wlu + An)
Fat ]
ﬁ__[i]ﬂ : iEJ__[i]ﬁ
de  \u?)dx T odelu) \w?)dx

8. Laderivada de la raiz enésima de una funcion es igual al cociente de la derivada de la funcién dividida
entre el producto del indice de la raiz enésima por la funcion elevada al cociente del indice disminuido
en una unidad y dividido entre el mismo indice.
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dv
d i'}’_ __dx
:ix( 'I:':]— n—l
ny n

Demostracion: Si y= W = vn; por la regla general, lenemos que:

I
y+Ay=(v+ Av)n

I[I ) 1 5
. LY R) e |
}(+ﬂy=ﬁ{+%v5 A+ B\ T Ay (A

2
-

I
Ay= ;vF (A +28 L (AvP 4. (Av)s

1{1 ? 4
Ly L)
Avl—yn 4+ 520 L (Ap)+ ...+ (Av)n

1(1 1 4
L aa=1)e "
Av EW + 248 7 (Av)+...+(Avia

AV 2
Ax Ax
AE
Ax
1{1 Lg
~at —_] I'F"
Ay L Av|l L n(n ) : Al
J-:IIIUE—J;I?GEEV +f(ﬂ‘)+‘+{ﬂ‘}
&
dy_dvl 2\ dx _ _dx d (gy) —
der  dxn = dx o
v n gy A av n

Aplicando las férmulas fundamentales, calcular la
derivada de diversas funciones algebraicas

En los siguientes ejemplos se presentan diferentes modelos matemiticos, los cuales se desarrollan paso a
paso con ¢l fin de que ¢l estudiante tenga una mayor comprension y entendimiento del proceso; también
se recomienda el uso y manejo de formularios, mientras se logra la memorizacion de las mismas. Por
tltimo, se indica que en la mayor parte de los problemas de los ejemplos se hace uso de las operaciones
algebraicas fundamentales, productos notables, leyes de los exponentes y radicales en forma explicita con
¢l proposito de que el estudiante adquiera habilidad y destreza en el manejo de dichos conocimientos.
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EJEMPLOS o
i -_i-ul'
W' Encuentra la derivada de las siguientes funciones.
wor L y=2+7 2. y=2+4
dy d(x*) | d(7) &, d.,  d
—=)y =—+— — =y =—(2 —(4
g e g — =Y =—x)+—(4x)
LI T &
¥y=3""40 _‘."'=E(x2}—1—4d(x]
y' =322 dx dx

¥y =2(2x%-1)y 4 4(x1)
YV =dxy4=4x1+1)
3. y=(3—12}?

ﬂ_ _i S, L N _21-|£_2
— =Y =—[3-2)]=7G-2)"'— (-

r_ _¥2)\6 i _i 2
¥ =7(3-x2) Lhm (%)

¥ = 73— x2)8(0— 2x31) = T(3— x2)$(-2x)
s P ==14x{3_x2)

4, y= T (2 —a? )!j } Pasando de la forma radical a la forma exponencial.

dy _y_dfs ol 12 ag1d.a o
dx_} _dr[(x —a )2]_2.(x —at)? dx(x —a*)

¥ =30 -a) [ L)L)

y!= 1 | (21’2_'—0)= 1 - (2.1')
(x2—ag?) 2 2Ax?—a?)2

},f 2% X

= 2Jx2 —q? = JaZ—a?

* Este problema se puede resolver directamente por la férmula nimero 8.

s [2_ g2
d d d
e _{IE)__(aZ)
== (V- L —z(m ™
A -a’) T (x* —a*)?
y 20 Ix ___ x
Wixl-a? AP -a? P-4
5. y:312\|'2.¥—l
%:y'=%(3x1u"2x—i)=312%{\f21’—!)—!—Jlr—]%ffﬂz)
115
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-:2; 1 ’
_v':3x3 R +W[32x—(x2}]
22x—1) 2
d
4 (2x)-4 )
y =3 fde ey o i[3(20)]
22x—1)2
[x) 0
1 3 .:ix
— 32 +2x—1[32
Y= 327 | e 2 1[3020)]
r 5 ‘2’
= 32| ——— |+ 624201
pr==a zm] et
r 32 3x2 +(V2x—1)(6xy2x—1)
= 62— 1 =
Y =1 et W2x=1
= I+ 6x(2x-1) = 3 +12x —6x = 15x2 —6x
; J2xr—1 V2x—1 war=1
s 4+x°
' 4—x?
& ﬂ—mﬂ} (4+x2 J—(ﬂ}
==y =
dx ( f—‘i_r}
(4 x7)
S iM‘Hj ()| = (@ + x| dx
* 24— x2):
y =
’ (4-x2)
—(4)——( )
JA_2(0+2:2 Y- (4+x*}dx—
1 24— x2)
¥ (4-x%)
JI— 2 (20 -4+ 12
g 24— x?
¥= -2
A2 — (4 +x) fZ” 2xfa_ 22 4 X4
V' N4 4 _x?
= (4 —x2) (4 -x%)
(Ja—x2)(2xv/4 —x2 )+ x(4 + x?)
s 4—12
= (4_x)
116
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2x(4 —x})+ x(4+x%)

e Jd_ x? Aplicando el método de multiplicar extremo por
’ (4-x2) extremo y medio por medio ( ley del saindwich)
1

v Bx—2x +4x+x* 12x—x*

(4—x2n/4—x2 a (4_1-1)%

7. y=49-x2
A 2y d gy d, o
dr °  dz'¥ i1 2
* * 3(9—x2) 3 39— x2)3
y_ -2
- 2
39 —x2)3

P _FE 75

Y =Wo-2y so_xr

2 4 ax?
8 y=
T 2—ax?
(2—.{1{2)£(2+ax2}—(2+ax2}i(Z—axz]
L. dx dx
dx - Q2-ax*y
_ayl i i 2 ] 2 [i _i z ]
: (2 —ax?)?
d d ;5
SRR, N P S N N P
1F-‘Z(H ax }[ﬂl-adx(x) (2 4+ ax=)|0 adx{x]
: (Q_ax’)?
, (2= ax? }[a[sz—J )}— 2+ arz)[—a(lxz = 1)]
= Q2—a’y
o = 2—ax?)Q2ax) - 2 + ax? )-2ax)
A (2—ax?)
s 4ax—_2.alf3’+4ax+,lel‘ff_ Bax
== (2 —ax?)? T (2—ax?)
I
o y_ [Ti2x (1+2x72
L =T = :
=2 a2

1 d 1 ) I d |
dy e (1—2x)2 E“ + 2x)2 —(1+EIILE(1 —2x)2

o o203/
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1y L BB . A Lagd I
—7 )2 x)2 e 2 —7x)2 — 1
; (1—2x) 2-;1+H,1} dx(]+2x} (14+2x) 2{1 2x) a[x“ 2x)
_J (1—2x)
LA 1(a d ) A1 1 d d ]
Loy ¥ I} [ 2 - 2 ¥ — 2 L
-.-’—“ 2x) 2(1-1—21} dx(ll-i—dxiilﬂ (142x) 2(1 2x) dX(IJ dx{lx)
T (1—2x)
| |
1—2x)2 %(nu%m) —(1+2x)2 %(0—2%(_@
S 2(14 2x)2 21 —2x)2 -
& {l—lx]
(1202 — 2 (142092 -
e Z(H—?x)l Z(1—2x)2
=S (1—2x)
1 1 | 1
(=207  (+2x)? (1-2x)7(1- '?x]l +(1+2i) (1+2x)1
I T
v;_(1+2_x;1 (1-2x)> _ (1+20%0— 2:;12
N (1—2x) (1—2x)
1
F A—=204+ 0423 1-2x + 1+2%

N (1—2x)1—4x2

! 1
(1—2x)01+2x)2 (1 —2x)2

C(1-2x)J0+200—2%)
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1 201 A28 —1
10. s=, [2%—— = =
\f 2 J ir t
d d d (213 1) =2
V203 -1)=-V23-1=() t— 223 -1) 7 —23-1
ds _ o d,r{ ) i St
dt 12 i
d
r[im-‘)—itl)] I2 7 (33?—0]
dt d;f o 44— e
o 212 202 - 1)°
1? 7
;{Hﬂ-') 1(3t2)
S i 1
" £(2r3—n : @ -1° J2r3-1
N2 1=
* e 2 1
33 —(21° — ])N2r3 —1
1
e (22 —1)2 3—@2r-1) 3¥-—25+1
— 2 = I 5
IT f1[2f3—112 1228 —1
/ 2 +1
o —
2J2 —1
118

10/10



14/2/2017 Bibliotechnia -
UNIDAD 3
Derivacion de tunciones
1. v=@+i
' J2x
dy g ﬂ'{J— [ ] (Zx:l =1, 2 dV2x)
o S -
dx delW2x) 0 5 | (Vi) @
d(x) d d
s By FlE| 1 1 EY
: 1 21 1
e Fleoz| V¥ | Zow
L, 1 1 x(h-1  x—1
’ Jﬂ 2x _r@ xm
12. u=w+aP 2 +a
d d
& +a}‘ (J\ +ﬂ)+\|f‘h +a—[(v+a)2]
dv dv
= (v+a) M +v" +al2(v+ay ';[1'+a}
2[v1+u} '
d (v?)+ 4 (a)
W =(vtap|dy dv__ |y +a["(v+a) ('—'}+—(ﬁ']']
2(v2 +a)2
Pap2—l
u'=(v+ay i +Vv? +a[2(v+a)1+0)]
23vi4a
u'=(v+a) +v2 +a[2(v+a))
ijk +a
35 v(v+a) F 2v+a)lvi+a v +2av+a’)++v: +a [2{'1'+a)\,fv? —|—a]
Vvita 1 Vit ta
e v 4+ 2av? +a’v+2v+a)v? +a) v+ 2av? +alv+ 29 4 2av+ 2av? 4 24
B2 +a Vv +a
o6 3v? +4av? +a’v+ 2av + 2a?
Jvi+ta
13 1,-‘= \EZmI
d
(2mx)  Zm-"(x)
?:}":%(m}z dx 3 — dx i =\Ilf;i
* 22mx) 2 Z(2mx)2 e
Como y =+/2mx. entonces, \r ﬂ.
= ¥
119
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120

2 w®e:Determina el valor de la derivada para el valor dado de la variable.
J1+2x
1. y= .cuando x = —
2x+5
2x+5) L (JiT2x) -1+ 2r L 21+ 5)
E:\;’: dx dx
dx - (2x+5)2
—(H—le
PR, - R T —l"?x}+—(5‘}l
Y 2(1+2x) 2
T (2x+5)°
dt’l)+ (2x)
Qx+5)|E— dx \l’l+21(?—(x)+0}
i 2(1+2r)2
) (2x+5)?
{}+2%{x} z
(2x+5) —J14+2x(2) (2x+3)|— 1=2J14+2x
ar_ Wf1+2x Z1+2x
: (2x+5)7 (2x+5)2
2x+5) 24T+2x  (@2x+5)—1+2x(2J1+2x)
vr=\.|']+2;l.’ 1 J1+2x
) 2x+5)2 (2x+5)?
1
e 2x4+5— 2f1+2.1.:l 2x+5—-2—4x 3—2x
Qx 4521 12x x4+ 521+ 2x {2x+5]2\fl+2x
Cuando x:%. lenemos que:
l
1
f 1+5 q'l 36 1842
+‘i] ]+2Jc I (+ Vil J_ 2
2 y= By cuando x = 2.
4
d (8 —x2)
s -
AT e gl
2(8—x2) 2
w_H:E:iE il ]{0 Ba) 1[ 2 ) -x
_ T ey V8-—x2] 42y8-—x2) 48
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Derivacion de funciones
Cuando x =2, tenemos que:
g2 2 _ 2 _ 1
' 48—22 484 42 4
3. y= Sx_lcuandor_z.
4x+
A
_ (Sx—1)2
- 5
(dx41)°
L. : 14 !
2 &= s A =1y
ﬁ:\;’:Mx F1) dx(Sx = —(5x—1) dx{-’-lx-l—l}
dr -~ L
(41—1—!)2]
PR LI L 1}1 (Sx 1)'%[1:4“1}': 4 {4x+]}l
o 2 dx 2 dx |
e (dx+1)
111 (d d L1 1(d d
4x+ 12| (5x—1 1[—5 ——u]— Sx—1)2|—(4x—1 2[—{4 +—(
f!:Ar]zﬁr)dx(xjdx){r)thl-)dxx.‘rdx{}
¥= @x+1)
L 1
(dx+1)2 : l[S;x(x}—D] —(5x—1)2 : | 4;rtx}+ﬂ]
e 2(5x —1)2 2(4x +1)?
T (4x+1)
1 1 1 1 1 1
5(4x+1)2 _4(5::—])2 (4x+1)? [5{4x+l)11—{5x—1}2 [4(5x—l}1
| | 1 |
S 25x-12 24t 205x—1)2(4x +1)2
T (4x+1) B @x+1)
1
Jo_ SAxtD-4Gx-1) 0T 45208 +4 9
L I 11— L} ET _ 3
Axt DGr— i@+ 13| 26x—12axpny  NEF—DERHD
Cuando x — 2, tenemos que:
’ 9 9 9 9 1
:‘-' = — = — —
2[5 1][4@)+1]  2J9x729) 26561 281) 18
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EJERCICIO 11
- I. En equipo, encuentren la derivada de las siguientes funciones y en plenaria discutan sus resultados.
e | y=3¢ 4+ —Tx+2 8. y— 21 ;
Competencias 2. y=ar — b’ tex i
s 9. l—ax
3 2 R R ol
Compelencias e B 8 : 1 +ax
it icanln 3. }_3‘x3 ﬂx_d—i-ﬁxf?
a+bx
r— 3
4. y= ] ® 3 a—bx
2ax
T ex
5. y=(+ady 2. = g
) V14+2x
6. y=v3x'-2 22, y=2222x
T 1',2(5x2+“ }'312 +2 23. }'=(21N5—2x
422 4. y=(2x— 50+ 1)
8 y=
V1—x? —
25, =2
9. yo E_E] B s
. Tix 2 2 v
2—a
2 26. }r=7tl+a2
10. y=3x2 +b3
1
2?_ v:—-
1. 1.=@_ g T x4l
T a  Yx

28, y=x%J1+2°

22 2
m, =Xt

12. y=v8—16x
I

2 g2
13, y— e

30. s=r—4+3

14. },=[4_E] 3. y=(Gx 2P @ 1)
’ x

I T I O T T I I I R R AL A I )

3
16, y=22 g1, g2t
a—x T 2243
ST 1
iy G L M. y=—-—x
_ . .
122
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35.

36.

37.

i ol
y=xa* —x°

3 |
y=2x4+4x 4

¥ —1

38.

39.

Derivacion de funciones

y= Vx(l—x)

¥

T

Il. Determina el valor de la derivada para el valor dado de la variable.

[a—

Q Verifica tus resultados en la seccién de respuestas

y=2x ++/2x. cuando x = 2
Va4 +x

X

Mo _ 2
V= ]_,?2 _xﬁ.cuandox_—S

Y= (x* — 2x)’, cuando x — 4
|

ﬁ, cuando x = |
X

.cuandox =3

Y=

1
§=5———,cuandot =2
213
u=73v % cuandov = 2

4
5= —%+ 3t —2¢, cuando t = —1

123
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9.

! . cuando x = 1

23

U= 3&[513 < E], cuando u = 2
u

y=

§=3— 3: ,-::uemdt:n’:E
5t 5
1 1 1 )
y=—4=+—+—.cuandox—4

E x> X

y=x~x, cuandox =4

, 4
yv=x+— cuandox =2
=

. vi+4v+1
vi4

.cuandov = —1

------------------------------
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Pendiente de la recta tangente a una funcién en un punto

Definician de tangente a una curva en un punto

Sea una recta secante que pase por los puntos P(x.y) y O(x + Ax.y + Ay) de la curva y = f(x}; si el
punto @ se aproxima indefinidamente a P, la secante se acerca a la posicion de la recta tangente a la
curva en el punto P.

: x4+ Ax) ——————=

De lo anterior, la langente a una curva en un punto se define como el limite de las posiciones de una
recta secante, cuando uno de los puntos de interseccion se acerca indefinidamente al otro.

Interprefacion geométrica de la derivada

Con base en la figura anterior se tiene la curva, que se representa por la funcién y = fix), el punto P(x,y)
de dicha curva; el angulo @ que es la inclinacion de la tangente en P; el angulo v que es la inclinacidn de
la secante que pasa por los puntos P y Q de la curva.

Por definicion, tenemos que la pendiente de la secante estd dada por:

— Ay
PO=——=m
Q m BCC

La funcidn tangente se define para o como la razon del cateto opuesto entre el cateto adyacente, es decir:

opuesto Ay
tana=—"———=—"—=m__
adyacente  Ax

El punto P(x.y) es fijo en la curva. el punto Q(x+ Ax,y+ Ay) es movil. Asi, cuando @ se acerca cada
vez mis a P, es decir, Ax — 0 se liene que:

. Ay :
lim — = lim tanex = tan &
AX 0 AKX Acsd

Lo anterior se define como la pendiente de la tangente a la curva y = fix) en el punto P, es decir,

m = tan £

124
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Por definicion de derivada, resulta:

f"(’.r}:%:m:lan&'

El valor de la derivada de una funcién en un punto P(x.y) se representa geométricamente por la pendiente
de la langente a la curva en ese punto.

Este estudio sobre las tangentes condujo a Gottfried Wilhelm Leibniz al descubrimiento del cédlculo
diferencial.

EJEMPLOS o

Ejemplo

!
: 7 1F *’--Encucmra la pendiente y la inclinacion de la tangente para las siguientes curvas en el punto cuya abscisa se
. indica; verifica el resultado trazando la grifica correspondiente.

1. Dado que y = x* — 6x + 3, derivando se tiene:

B_y_ Loy Loyl m = tan#
dx dx dx dx
; d # — arctanm
y — -1 __ g
¥y =25 ﬁdx[x1+{'} §—drctnl—-2)
y=2x—6 0= —63° 265"
Como x = 2, se liene: B |l 79° 59'60"
}I" - m= 2(2} . 6 _63026F3ﬂ
m==-3 } Pendiente s 8=116°33'55" } Angulo de inclinacion

Para graficar recuerda que es necesario elaborar una labla para oblener los puntos que se ubicardn en el
plano cartesiano.

y=x —6x+3 tan y
\

—3 | 30 \-\_‘

2| 19

=4 il 19 fl,A\—‘\.tr'z 116°33/55"
0 3 x
1| ==
Z ==
3| —s
a| s

125
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2. Dadoque y= . derivando se tiene:
x+2
ﬂ;vf:i[ 2 ]= st B G OB, A
dx delx+2 (x+2) dx (x+2)2| dx dx
. 8
(x+2)
Como x — 4, se ticne:
Y =m= —L,, = e =—0.222 Pendiente
) (4+2y 36
m=tanf

{) = arctan m

_ 179° 59'60"
# = arctan(—0.222) A= i %
—12°31'43
8 =—12°31"43" s B=167°28"17"
Se elabora una labla y se realiza la grifica respectiva de la funcién y = 8 5
Tox+

’
—2 s
—1 3
0 4 ]
¥=
1 2.4
tan
2 p. i
3 1.6 E
4 13
"'--.._‘_ == 0 e ld
. 11 '-~-.Lr_w‘{—;_“? 2817
é 1

126
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2 ®e=:Determina la ecuacion de la recta tangente a las siguientes curvas en el punto dado; construye la grifica

correspondiente.

1. y=+x:P(@9.3).

Derivando se ticne:

d(x)
d
}1’=E{J§)= dxz I =2
' 2Ax) T

En el punto P(9.3) la pendiente de la tangente estd dada por

Pl
TN

La ecuacion de la recta se determina por la siguiente férmula:

y—y =mx—x)
1
j—3=—(x—9)
¥y &
6y—18=x—9

x—6y—-9+18=0

S x—6y+9=0 } Ecuacion de la tangente.

Para realizar la grifica correspondiente de vy = Jx se tiene:

»
"

F(9.3)

— ¥= \I'I_"I._'

127
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Y

2. y=—:P|-.,4].
L
Derivando la funcién se liene:

;o ldx) 1

x2 dx x2

La pendiente de la langente en el punto P[%A] estd dada por:

y—y =m{x—x;)

|
S
¥ {x 4]

y—4=—16x+4
lox+y—4-4=0

16x+y—8=0 } Ecuacion de la tangente.

: ; ; | .
Para realizar la grifica correspondiente de y=— se tiene.
X

—4 | —0.25
-3 —0.3
—2 —0.5
-1 -1
0 oo
1
E 4
1 1
2 05
3 0.3
4 0.25

128
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3 ®e-En las siguientes curvas, encuentra los puntos de tangencia, la ecuacién de la recta tangente que sea paralela
a las rectas dadas y construye su respectiva grafica.

1. y—x'; recta paralela3x — y +1 =0

g -
3 3 3-1 2
¥ = l'_x :l = 3‘1 — 31’ L ¥=m= 31’
T dx

Cuando dos rectas son paralelas sus pendientes son iguales. Para encontrar el valor de la pendiente de
una recta con la forma Ax + By + C = 0 se utiliza la siguiente férmula:

i A Formula para determinar la pendiente de la
ccuacion de la recta en su forma general.

Entonces, para 3x — y + 1 = 0, se tiene:
m=——-z=3
Al sustituir el valor de la pendiente en la derivada, se tiene que:

y=m=3x" y comom=3,

=1x
;
==
3

x==lI

Para determinar los puntos de tangencia, se sustituye el valor de x en la ecuacion de la curva
y = x, lo que resulta:

Parax — 1 Parax = —1

y=(1) =1 y=(1y=-1

Los puntos de tangencia son P(1.1) y PA(—1,—1).
Con los puntos de tangencia y la pendiente de la ecuacion de la recta paralela (m = 3), se puede determinar
la ecuacion de la recta tangente a la curva dada.

Parax =1 Parax = —1
y—y =mx—x) y—y=mx—x)
y—1=3(x-1) y—(—1)=3[x—(-1)]
y—1=3x-3 y+1=3x+43
3x—y—34+1=0 Jx—y+3-1=0

x—y-2=0 } Ecuacién de las tangentes { s dx—y+2=0

129
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: i = 3 5
Para realizar la grafica correspondiente de y = x. se tiene:

3| 27
-2 | -8B ;
-1 | =1 , e y
o | 27 {8
1 1 -I,l'l; ’,l'lll .l."ll -;V
2 | 8 Wi
3 | 2 [ (2
.".l l;".
r\‘:l'l ) ’." Jl-'ll
.f_- / !
F e —?2;% : recta paralela3x + 2y — 19 =0
i(?Z—QIZ)
y— A9 1d () (Na
2A72—9x%) 2
|dr?2;_d(9x21 [0 NES)
2l g e
2) 9477 052 23J72—9x2

2(72—9; 2)2
o —18x Ox T Qx

—— = — e ‘, ==
4472 —9x2 2472 —0x2 : 272 —9x2

La pendicnte de la recta paralela es:
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Se sustituye en la derivada de la funcion, lo que resulta:

Oy Elevando al cuadrado ambos
a 272 —0x2 miembros tenemos que:

3
-
3 9% ¥

(_E] 2[_ 2J72—9x2 ]
81x?

4(72—9x2)
36(72 —9x2) = 32412

2592 —324x2 — 324x2
32422 4 324x2 = 2592

g
4

648x2 = 2592
o 2592
648
=4
=42

Al sustituir el valor encontrado en la ecuacion de la curva dada, resulta:

Parax =42
{72920
B 2
72-36
V=
| 2
6
p=—=-43
=7
Por lo tanto, el punto de tangencia es:
P(2.3)

La ecuacion de la recta langente a la curva es:

y—y, =m{x—x,)
'%

y—3=——(x—2

i 3 )

2y—6=—3x+6
3Ix4+2y—6-6=0

3x+2y—12=0 } Ecuacién de la tangente

131
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: ; ; 72 —9x? :
Para realizar la grifica correspondiente de y =———— se tliene:
=3 i
=50 1.9
-2 | 39 ’ 1
\ o
-1 | 42 NN\
0 42 ~\_-
1 3.9
FL 3
25 1.9
3 i

4 ®e-En el siguiente problema encuentra:

a) Las coordenadas de los puntos de inlerseccion del par de curvas dado.
b) La pendiente y el angulo de inclinacion de la tangente a cada curva.
¢) Eldngulo formado por las tangentes en cada punto de interseccion.

. y=1—-4
y=x"—1

a) Al resolver el sistema dado, se tiene que:

(1 yv=1—x° O—l=1-x
2) y=x3—1 253=2
f:g
2
x3=1
s =]

Al sustituir en cualquiera de las ecuaciones, resulta:

(1) y=1-(1? (2) y=(1P -1
y=0 y=0

Por lo tanto, las coordenadas del punto de interseccidn entre las curvas es P(1,0).

132
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b) y=1—-2 @)
s=am_d )
dx dx
y/'=0-3c"
y =32
V== —3 (D)
m, = —3(1)°
m=-3 1} Pendientes respectivas

f) —arctanm (1)
) — arctan{—3)
g, = —71° 33/54*

179° 59'60"
—71°33'54"

l=

Derivacion de funciones

y=x'-1 (2)
d d

y=—0)H-——®0
. dx ) dx(
y'==3x"-0

¥ =3
y'=ni;= —3x (2)
m, = —3(1)

{f m=3

f —arctanm (2)

{) = arctan(3)
8;=11°33" 47"

0, = 108°26'06" } Angulos de inclinacién { 0,— 71°33/54"

y—y =mx—x)
y—0=-3(x-1)
y=—-3x4+3

Y-y, =mix—x)
yv—0=3kx—-1)
y=3xr-—13

3x+y—3=0 } Ecuaciones de las tangentes { 3x —y—3=0

¢) Sim, = —3ym, =3, secmplea la [ormula para determinar el dngulo # entre dos rectas, se tiene:
m, —m
tan f = ——
I +mm,

Al sustituir, resulta:
33y 343
I+(-3%3 1-9
# = arctan (—0.73)
9 =-36°52'11"
179°59'11"
~ |-36°52'11”

f

8 =143°07'49"

6

—8

=—0.75

El dngulo formado por las tangentes en el punto de interseccion es ) — 143°07 497
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y=1-%
-3 28
—2 9
—1 2
0 1
1 Q
2 —7
3 —26

Para realizar las graficas correspondientes, se liene:

y=x —1
—3 —28
—2 —9
—1 —2
o] -1

1

2
26

y=1-x ¥ y=x -1

tan( 1}

|

0=136°52'11"

!

Normal a una curva en un punto

Se denomina recta normal a una curva en un punto, a la perpendicular a la recta tangente en dicho punto.

En la grifica, N representa a la recta normal a la tangente en el punto P(x.y) de la curva y = f(x).
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Ecuaciones de la tangente y normal a una curva en uno de sus puntos

Con base en la figura anterior se establece que la ecuacién de la langente se determina por la [6rmula
v — v, = m{x — x;), como la normal es perpendicular a la tangente, sus pendientes son reciprocas y de
signo contrario, por lo que la ecuacion de la recta normal es:

1
Y=y =——x—x)

m
EJEMPLOS .
v
& 1 L .
E .]n be- Encuentra las ecuaciones de la tangente y normal a la curva vy = 4x” en el punto P(—1.4) y construye la
e grifica correspondiente.

y = 4x?

r o d 2 d » 21 .
yV=—dx)=4—(x")=4(2x"")=8x Derivada de la curva.
. dx dx

Se debe obtener la pendiente de la tangente en el punto dado para encontrar la ecuacion de la recta, asi:

_1;" =m=8—1)=—8 } Pendiente de la tangente.
y—y=mx—x)
y—4=-"8x+1)
y—4=—-8x—-8
8x+yv—4+8=0
8x+y+4=0 } Ecuacién de latangente.

Ahora, se calcula la ecuacion de la recta normal:

1
y—y=——x—%)
m

1
)—4=——(x+1)
y —

8y +32=—x—1
x—8y+3241=0
x—8y+33=0 | Ecuacién de la normal.

135
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F g G 5 5
Para realizar la grifica correspondiente de y = 4x” junto con la recta tangente y normal se liene

B
=7 16 =+ |
1 H
B -l: I|I
0 0 = |
a
|
4 A
2 16 <
i
i
&y + 25 = 0 ___:':
rectt n-;m'l.‘iﬁ]' = ) '_ g l-"x .Y
—— '. x

2 ®s-Encuentra las ecuaciones de la tangente y normal a la curva y = 5x — x” en el punto P(2,6) y construye la
gréfica correspondiente.

y="=5x—x%

E dx d

X

ii(.r} —2x31 =5_12x } Derivada de la curva.
Y

Dada la derivada, se calcula la pendiente de la tangente en el punto P(2.6):

Yy=m=35-2(2)=5-4=1 } Pendiente de la tangente.
Ahora se obtienen las ecuaciones de la recta tangente y la normal, respectivamente:

y—y, =mx—x)

y—6=1x—-2)
y—6=x—2

1
y=y=——x—x)
m
x—y—246=0

}-'—6:—%(1—2}
x—y+4=0

y—6=—x+42
} Ecuacion de la tangente x+y—6-2=0

x+y—8=0 } Ecuacién de la normal.
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Derivacion de funciones

Para realizar la grifica correspondiente de y = 5x — x” junto con la recta tangente y normal, se tiene:

v

» mecla langente

I. Encuentra la pendiente y el dngulo de inclinacién de la tangente a cada una de las siguientes

EJERCICIO 12
Escribe los nimeros L y=x—4x+ 3, cuandox =3
Competencias 2. y=x—3, cuandox =1
et
' 3. y=x —2¢+ 3x— 8, cuandox = -2
disciplinares 4. y=5—8x+2¢ cuandox =1

5. y=——2,cuandox = -2

[

X

3
6. }r=?—|—x+1.cuﬂnd0x_ —1

24 3x

—— . cuandox =2
3+ 2x

1. y=

8 y=x —3x+I cuandox =1

L y=3x—xP2-2

2. y=x+2—xP-1.D
3 3= 3x +4x — 2: P(1,5)
4. v=9x3 P(19)

5 y=3+X=—x;P-11)
6. y=x+x P(-2,—10)

L I I I O T A A R R R O I R R R A I R R B
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9.

10.

9.

10.

curvas en el punto cuya abscisa se indica y verifica el resultado al trazar la gréfica correspondiente.

y=x*— 1, cuando x = —3
2x+1
y= .cuandox =2
: 3%
<2
y=—,cuandox =a
a

y=06x— x%, cuando x = 5

y=xy5+x cuandox =2

,cuando x = 3

. Determina la ecuacion de la recta tangente a las siguientes curvas en el punto dado y construye
la gréfica correspondiente. Sacializa el proceso de solucian.

7.

[
y= s P(2,0.5
y= -l (P(2.4)
= =]

y=x+2u+1; P(-34)

y=+x+1; P(3,-2)

910
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11. y=v3x-2:P@3.5) 14 ! .P[') 1}

~ (x+2)? - ‘1_6.

3
B y=y x—l] » P(1.,0) : >
* 15. y:[x+—]‘: P(1.48)
x

13. y=+x?+2x+1: P(3.4)

lll. En las siguientes curvas encuentra los puntos de tangencia, la ecuacion de la recta tangente que
sea paralela a las rectas dadas y construye la gréfica correspondiente.

1. y=x + x recla paraleladx — y =0

2. y=2x + 5:rectaparalela 12x — y — 17 =0

3. y=+5-5x%rectaparalela2x —y+3=0
4. y=+18—-9x%; recla paralela3x —y + 6 = 0
5. y=3—x’;rectaparaleladx —y— 14 =0

[3
6. y= %: recta paralela 3x — 2y — 24 =0

7. y=x"+2x—3;reclaparaleladx +y—23 =0
vy=x'—3xr + 2; recta paralela2x + y + 4 =0
9. y—x + x;recta paraleladx —y — 17 =10

1
10. y=—:rectaparalelax+2y -6=0
Jx
IV. En equipo, resuelvan los siguientes problemas y determinen:
a) Las coordenadas de los puntos de interseccion del par de curvas dado.
b} La pendiente y el dngulo de inclinacion de la tangente a cada curva.

¢} El dngulo formado por las tangentes en cada punto de interseccion.

B8 s § W BB ® W RS W SR B WSS S B W SRS E S S WS EE S S S WSS B WSS S B WSS S WSS E SRR W WS WS WS WSS SR SN WSS W SRS WSS SRS EE e E N
[=s]

6x—9
1. V—.I’Q 4_ V=
d : 4
y=x+2 s
5 12-_-
2. y=x-—3x 4
y=—2x 5. y=x
3. y=£-1 y=6x—x -5
y=x2
138
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7. y=24+3 9. y=x*-2
}1_232_| _‘v—l(]'—ff'.lc2
8. Vax—xt 10. y=-%

R T R T I )

1.

Ll

=

_\.‘:
y=+/8—x2 F=d-x

V. Encuentra las ecuaciones de la tangente y normal a las curvas dadas en el punto especifico y
construye la grafica correspondiente.

y=2+1; P(2.5) 6. y=x5P(1,-1)
y=x+2x+ 1: P(-34) 1. y=4dx— 25 P24)
Yy =X P2.8) 8. y=val—7:P@.-3)
}'—_tj — 3x;, P(2,2) "y }._4)‘1. P(—1.4)
'} 3
y=“3"’+l;m.,1.5} 0. y—x — 27 +4: PQ24)
==

VI. Resuelve los siguientes ejercicios y en plenaria discute tus resultados.

L.

Encuentra la ecuacion de la tangente y la normal a la curva vy = +/x — 3, si se sabe que la recta normal
es paralelaala6y + 3y —4 =0.

2. Encuentra la ecuacién de la langente y la normal a la curva y=+/4x — 3, si se sabe que la recla
tangente es perpendicular a la recta 2x + 4y — 22 = 0.
3. Encuentra la ecuacién de la recta tangente y normal a la curva y — 3x° — 8 en el punto A(2.6).
4. Encuentra la ecuacién de la tangente a la curva y = x' + 5 y que es perpendicular a la recta
x+3y-2=0
. 2x
5. Encuentra las ecuaciones de la tangente y normal a la curva y= — en el punto A(0.0).
— X
QVeri'ﬁ:am:miuhadu:nnlasnuciéndnm:puutas.o--o------—- ---------------- .

139
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Regla de la cadena para derivar funciones compuestas

Del enunciado regla de la cadena. la palabra cadena se refiere a las funciones que se componen de otras
funciones. es decir. como si fueran los eslabones de una cadena.

Ejemplo
Siy=f(u) = 5u" y u = g(x) = | — 2x, se pueden expresar como una funcién compuesta:
¥ = fu) = fg(x)) = 5(1 — 2x)*

La funcién anterior se denomina funcion de funcién. ya que vy no estd definida como funcion
de x en forma directa, sino que se presenta como funcion de otra variable u que se define como
funcion de x.

Regla de la cadena

i ¥y 3 ; i 3 T
Para determinar E de la funcion compuesta es necesario considerar a las dos funciones en forma indi-

vidual y derivarlas de igual manera. La regla de la cadena constituye la [érmula fundamental de deriva-
cion ndmero 9, si vy = f{«) es una funcion diferenciable de u y 4 = g(x) es una funcidn diferenciable de x
entonces para la funcién compuesta y = f{g(x)), la derivada de f con respecto a x es igual al producto de
la derivada de f con respecto a u por la derivada de ¢ con respecto a x.

dy dy du } Férmula fundamental de
dy  du dx

derivacion nimero 9.

Tambicn se expresa como:

dy ., '
— fu) g'(x)
.d.rf §

EJEMPLOS
E{Jﬂr Il' . dy a—_— s
&, & ®=-Alaplicar la regla de la cadena. encuentra —= para las siguientes [unciones compuestas.
w,
[l == u+u,siu_f4_r
u—a

Primero se calcula la derivada de u en dx:

du d ., d .
e = Y — ],
(x) (4x)

du_
=

2x—4

Ahora se calcula la derivada de v en du:

E‘J_' 5 {u—alj—u(u +a)—(u+ a)%m—a}

— du (u—a)

140
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dy  (u—a)l)—(u+a)l)

du (—a)’

dy H-a—jf-a —2a
du (u—-a?)  (u—a)y
dy 2a

du T (u—a)?

Al utilizar la regla de la cadena, se calcula la derivada de y en dx:

= d\' d‘ a‘u Za (2x—4) Al sustituir u en el resultado, se tiene que:
dx  du dx (u—a)?
ﬁ B 8a—4dax
dx (32 —4x—a)
2. y=% u=2Jx
d', d du d
= (2u°) —=—2x
du du dx d_r( )
d
_. —(x)
ﬂ = 10a* E ) Lﬂ
a4 o 2Ax) 2
ﬂ‘u 1

Al utilizar la regla de cadena, se calcula la derivada de y en dx:

u‘wa‘}a‘u
dxdua‘x

1
—(10u 4}[~J’_] IUu Al sustituir # en el resultado, se tiene que:

ar ORE] o6
L N

3
— 160x2 = 160xx

&

La regla de la cadena permite demostrar la férmula fundamental de derivacion nlimero 6. que se deno-
mina regla general de las polencias.
Sea y =", donde v es una [uncién diferenciable de x y n un nimero real, al aplicar la regla de la cadena

se liene:
dy dv dv d{v"] dv

dx d'f dx dv rix

.. . dy
Al evaluar la funcién y = v" con respecto a v. se liene que Exu =y =
%

Al hacer v = x y al aplicar la {6rmula fundamental de derivacion nimero 6a. resulla:
d(v") d(x")

—— " = !

dv dv

141
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EJEMPLOS

2/

P
g

Siy—(2x— 1)

¥ =6Qx—1y

2 ®@e-Encuentra dl ara y=+/1—x2.
e para

http://bibliotechnia.com.mx/portal /visor/webl/visor.php

- " H
g ﬁ L-Encucntra % paray = (2x — 1)’

y=u’

& _4
diu du
ﬁ:31,:2
du

dy _dy_du
dx du dx
dy

— =6(2x —1)?
dx “y=h

_\-':u}
1

ﬂ:i(uz}
du  du

I
ay 1 5
du 2
dy 1
-n—:_l
dit i
dy dy du 1
e T
dx  du dx -
ﬂ__ X
dx ] —x?

— = (3u2)2)=6u?

1

(—2x)=—

a) Solucién por la regla de la cadena.

Siy=(2x — 1), hacer u = 2x — 1 y y = «; al derivar se tiene:

u=2x—1

du d d

— =—(2x)——(l
dx  dx alr“
du

dx

b) Solucién por la regla de las potencias.

a) Solucién por la regla de la cadena.

u—=1—x2
g @ d
o _ Gy,
e
du_ 500
di:_zx
dx

2x

Zu

142

Al sustituir u en el resultado. se tiene:

= %itzx —1]=32x—1n*! %(2;: —1)=32x-1%(2)

Si  y=+1-x*=(1—x2)2, hacer u=1—x? y y=u?: al derivar se ticne:

} Al sustituir ¢ en el resultado se tiene que:
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b) Solucién por la regla general de las potencias.

Si y=+v1—x2 =(1—x2)2

, d o PLER 1 '-|d’ d ]
=—|(1—x2)2|==(1—-x2)2 —(1—x2)==(1—2x2) 2|—(1)——(x?

¥ I ) 2( ) ) 2( rix” afx{ )
t 1 | —l-r X

y=———"-({0D—-2x )= =—

21222 Pl il
3 ®s-Encuentra 24 ara y= vimes
i P YTy

a) Solucién por la regla de la cadena.

— A 2 .2 1
51 v= g —[4 i ] . hacer u = — y y=u?; al derivar se liene:
; 4x 4x E
S g3
¥y =u? U=
dx
d 5 g &
ﬂ_iwéj ﬁ_“-.{a{d-—l )—(4—1 }El4_f:l
du  du dx (4x)?
dy 1 M_i I du  4x(—2x)— (4 —x7)4)
du 2 dx [6x2
dy 1 du —8xI—16+4xr —4(x*+4)
—:—I —_—— 3 = 3
i Hiss dx 16x 16x
dy 1 du (2 +4)
du 2Ju de  4x?

(2 +4)] (P44

cdy dy du[ 1 ]

“dr  du del2Va a2 | 8Jux?

dy @+ P+ (4D
S T N TS

& 8 i X B 3 Ax2+4—x?
4x 2Jx

dy (P44

dx 40234 —xY)

143
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b) Solucién por la regla general de las polencias.

1
. 4—x* 2
51 y=
e

LB
2 d

p 82 —16+4x2 AP +4)

a2 d|[4—x2)2 _l(éi—x? 4—13]
Cde|l 4x 20 4x dr| 4x
d (422

142 ; 41g_{4_12]w
e —X ] dx
=3 4x (4x)?
v 1 4x(—2x) —(4—x>)4 J]
: 4— 2V 16x2

|

4x

(x2 +4)

¥ =

A

B 3274 —x2 _}5{; A3 B

4./x3(4 —x2)

Funciones inversas

Sea la ecuacion v = f(x), una funcion y dada como funcion de x; por lo general, es posible resolver la
ecuacion con respecto a x y determinar x = g(y). es decir, tambi¢n se puede considerar a y como la va-
riable independiente y a x como la variable dependiente. Con base en lo anterior se establece que f(x) y

£(y) son funciones inversas entre si.

Para distinguir la una de la otra, denominamos funcién directa a la primera de las funciones dadas y

funcién inversa a la segunda funcion.

Ejemplos

Funcion directa

y=5-«
y=10
y=tlanx
y=¢€

Funcion inversa

x=hJ5—y
x=logy
X = arctan y
x=Iny

Si y = flx) es una funcién derivable tal que y” no es cero, entonces la derivada de la funcién inversa
! es igual al reciproco de la derivada de la funcién directa. Andlogamente, si x — f~'(y) es una funcién
derivable tal que x’ no es cero, entonces la derivada de la funcién directa es igual al reciproco de la deri-

vada de la funcion inversa.

144
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La relacion entre las derivadas de las [unciones inversas se presenta en la siguiente [6rmula funda-

mental de derivacion:

— = — ———  Fdrmula fundamental de derivacion nimero 10,

dx 1 dy 1
dy [q}-] dx  (dx
dx dy
EJEMPLOS -
9 .
[
E'.
2

Six=,/5—y¥

Derivacion de funciones

7 |

.l L. dy ) . L. . .
lj.p ®s-Dada la funcién x = ,/5— v. encuentra E aplicando la férmula para la derivacion de funciones inversas,
" ’

comprueba el resultado despejando v y deriva con respecto a x.

xT=45—¥
x2=5—y

}r= 5__‘-2

Al sustituir y=5—2x2 en g}- = —2,/5—y, resulta:
X

145
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B 11
de dx 1
dy 25—y

%2%(\'5_}1)2 ] T 2 51_\
ryoa 25— v) 25— y)2

Cdx I

“dy 25y

Al aplicar la [6rmula para la derivacion de funciones inversas, resulta:

Para comprobar el resultado. se despeja a v como funcion de x y se deriva, lo que resulta:

dy d d
—=—(5)——(x?)
dx  dx dx
ﬁ:—h

dx

%:—2 5—(5—x2) =—2f — 8 +x? =—2x

Por lo tanto, se comprueba que las derivadas son iguales.
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2 ®e-Calcula X para x — (14 2y)’ por dos métodos diferentes y comprucba que se llega al mismo resultado

Six={(1+ 2_\3]3. entonces al derivar se liene:
d d d 5
C [ +2yP ] =30+ 29 = (14 2)) = 31+ 2y7(2)
dy dy
dx
—=6(1+2y)
dy ( v

Por la formula de derivacion de funciones inversas nimero 10 se tiene

T e+ 2\.}3
a‘v

Al despejar a yde x = (1 + 2y)’, se ticne:

x=(1+2y)
2y=3x -1
Vx =30 +2yP 3=
Yx—1 s g mE L
Yr=1+2y Y= R
Al derivar con respecto a x se liene:
y—dx 1
2 2
di(x)
a2
d‘ [ ] 3(x) 3 |%( )
dy |1
dx 6_1:-;‘
; 3 I
Six=(l ). — — —— resulta:
: dx =
6x3
I B
a 2 6(1+2y)
6[(1+2y)* '

Por lo tanto, se comprucba que las derivadas son iguales

146
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Derivada del valor absoluto

Si fiv) = |v|. donde v es una funcién diferenciable de x, se establece que la derivada de fcon respecto a
xes igual al cociente de la funcion entre el valor absoluto de dicha funcién multiplicado por la derivada
de v con respecto a x:

i“ v|)= L= a Férmula fundamental de derivacién nimero 11.
dx |v| dx

donde v{x) debe ser diferente de cero.

La derivada de la funcidn valor absoluto es un caso particular de la derivada general de potencias, ya que:

Si | v|=+v? al derivar resulta:
d d —‘i(vzﬁl ZV—j; v dv
dx dx s 1 Widx
2v¥) 2 2(vP)2
d dv

En la aplicacidn de esta [drmula deberd observarse que:

v |+I, sivz=0

lv| |—1, si v<0

Ejemplo

1. Encuentra la derivada para la funciény = |x" — 1]

Si y = |x* — 1| al derivar resulta:

dy dg, -1 d x—1
" AP x-_[|)= e
dx dx

Cx2—1 |41 parax?—1>0

Si entonces:

|x2=1 |-1 parax?—1<0

ﬁ:(]}{lx}:h; parax® —1>>0
dx

@ =(—1)(2x) = —2x; parax> —1<0
ddx
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EJERCICIO 13

p I. En grupo y con asesoria de su profesor, aplicando la regla de la cadena, encuentren d para las
siguientes funciones compuestas. Concluyan los pasos para la solucion.
Ty — 3T 1—u’ P T
comespondientes [ Ao ul+2 9. = Tra
Compelendias xI—1 2
g = 2 1+ 12 15 _ w +4
X +] H= - HE — 2
wpetencias 1—x?
disciplinares 2. y=u —3ut+5 4— x2
* 0=
: Vx 10, y—4ta 4+ 22
2 H=?+3 H—a
u=x —4x 16. }'=‘vﬁiaz—”2]
s 3u+4 u=+1—x?
- .I_] ]l‘ =
# - I 5.[-[—3
. x+ 2
: x 17 2
= 4. y=a+4 i T w2
: w=x 42 = (x+ 1)
. u—1
. al +M2
: u=-x e i
. #=33—~2x) H=ax—x
. 6. y=u(3—2u)
: - 13 1-'=b+u 19. y=u(2u—3)
: g=x T u
: 7 y=1+d s
. - T L : 1—x
X = V"; Vh—x
: 8. y=u 20, y—+1_a2
: . | . '
: Lis ot ] . a+tu u=1+4x*
. [l. Encuentra 3}’_ para las funciones dadas, resuelve por la regla de la cadena y la regla general de
% X
i las potencias. .
A = 2
- . y=(2 43" —4" 6. y=y(@x+1) L A e
: 2. y=+x—2x° §
. : 7. v=[\!’;— l) 252
. 3. y=0x+20 1. ¥= :
. - 3 3 e
: 4. y=@+1y 8. y=v8-2x
. 12. y=+2-3x7
» g
. 5. y= Ll Q. = Lo
: ’ Ix+1 x
148
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I.

x=3y —4y+7
1'.-2
X= =
4—y?
1
=
4+y

lll. Dadas las siguientes funciones, encuentra

8.

13.

dy

X

X=y—2

==
a2
) 1—3y
x= :
I—y
_[:.3_.—_[—.._'}:
3—y

IV. Deriva las siguientes funciones de valor absoluto.

fa =

http://bibliotechnia.com.mx/portal /visor/webl/visor.php

T

-------------------------------

y=|x—3
a—x
'.\.‘=
: d+x
Q-2x
‘.‘:
’ 3—x
a
y==
x
149

15.

Derivacion de funciones

aplicando la formula para la derivacion de funciones

inversas, comprueba el resultado despejando y y deriva con respecto a x.

2y+3
x=

3—y

1
T:F
. 4
T P4

2y—1
==

v
x=(y+2)
xzyg—l

.

=Y +aP—\y
v—£
T2
y=|x+3|
y=|x —x

‘x+2|
T x42
. e

1422
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Derivacién de funciones implicitas

Formas explicita e implicita de una ecuacién

Las ecuaciones en dos variables se expresan generalmente en forma explicita, es decir, una de las dos
variables se da explicitamente en términos de la otra: por ejemplo:

a) y=x—4x+4 b) u—8—5v ) s=+21—1
Las ecuaciones estin resueltas para y. ¢ y s como [unciones explicitas de x, v y £, respectivamente.

Cuando se presenta una relacion entre dos variables por medio de una ecuacién no explicita para ninguna
de las variables, entonces una de ellas es funcion implicita de la otra; por ejemplo:

a) 1.2—2_1.’_1;—#_';3_6 b) .1:2—|-_1;;2—."'2 c) V'T-pﬁ:@

Las ecuaciones anleriores se definen como y funcion implicita de x, aunque también se puede definir
como x funcién implicita de y.

A veces se puede resolver la ecuacion dada en forma de funcién implicita con respecto a una de las
variables, para dar lugar a una funcidn explicita, por ejemplo:

4x? —8y+12=0 |} Funcién implicita. 4x2 —8y+12=0 |} Funcién implicita.
4x* =8y—12 —8y=—4x?—12
2o 8y—12 4@2y—3) A 12 —4(2+3)
4 4 YT T 3
=+42y—3 Funcio licita. 2 +3
* 2 } BRI e y=2 ; } Funcién explicita.

Técnica para derivar funciones implicitas

Si se da una luncién implicita, no siempre es conveniente el convertirla en funcidn explicita para
derivarla. Para determinar la derivada de una funcién implicita, aplicaremos una técnica sencilla que
consiste en dos pasos:

a) Derivar la funcion dada, (érmino a término, considerando a y como funcion de x.

b} De la ecuacion resultante se despeja %

EJEMPLOS
)
-y - :
EQ}T 4*-Encucntra % para las siguientes funciones implicitas.
58 L. 2—29+yV =6
d d d_ , d dy
— (XD —— 2N +— () =—(6 —(2y—2x)=2y-2
dx”dx(") dx(} dxj s y—2x
2x2 '—Zxﬁ—h 2 (1)+2y? L oy, 2y
dy T odx de 2y—2x
dv dy dy
2x—2x— —2y+42y—=0 T T
T i 3 1
150
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b=
-
P -

x2

+ir=a

ta | —
-
ta | -

¥

b | ==

1
x2| dly
P + ST
]

% dx

LA
dx

w
| =

-
b | -

+

B
Bl il

4l
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i ETE G |
22 22 T 2y e R
y X
dy _dy
y—xX— X——Y
dxdx
L1 11
22
2x1y2 i 2x2y _0
¥ 4
J dy
An gl
+ —0
vy 2xJxy
foetfolet)
2xy/xy
, dy dy
1—_—..-.-—+_ | A |—=[:|
R AL
dy Bl 0
e x%)=y* —xy
dy_y-xy_yo-%
dx  xy—x2 xl{};fff
.
dx =x
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2 e®e-Encuentra la pendiente de cada una de las siguientes curvas en el punto indicado.

. ©—2xy+y =5;P(1,1)

d . 5 d d d
— (@) -2+ — () =—(5
a‘x(r a{x(x"r} dx}} dx ]

dy dx dy
I _2x— - 2y— 4 3y =40
TR Te Y
3x2 Zxd—'—Z + 3y? ﬂ:(}
dx dx
ﬂ{3}’1—21}=2}'—31’2
dy 2y—3x?
— — n
dx  3y?—2x

Para calcular la pendiente de la tangente a la curva en el punto P(1.1) se sustituyen los valores de
xy yen la derivada previamente calculada, es decir:

_dy 2)-31* 2-3 -1

Cdx ?([}—'?(l} 3—2 1

2. x2-2Jy—y =1L P@A,1)

—u}——w_) (‘r}—ailﬂ

2x— I ]——21r ) Zh —0

2 1
- d‘}—‘—l—zp,sﬂ:cr
}Q dx = dx
31 ; 13 4
z_xiya_xﬁ_‘._zl-}nr@ﬂ
dx dx —0
. —
x2y2
3| : | 3
212\‘—xﬂ—\r—212b2—l={]
dx dx
13 il
? —x—2x7%; _?]—_'-;—21'5_1,;5
dx

s

dy_ y-u2y  y-2Jdy
dx TN

S —x—2x2y2

152
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Al evaluar la pendiente de la curva en el punto Pi{4.1) resulta:

dy  (D-2J@M)  1-28)  —15 15

dc @B +2J@0)°  4+2») 8 8

3. Y+ ix—y=T+xyP(12)

%U‘]j + %f}' —x)P= %{Tﬁ - %(I}‘)
3y’ l%HU‘—xF I%{_‘J—I)zﬂ+1%+}-(l}
3}’1:—E+Z(F—x} %— J=x%+3’
3T2%+2}'ji—2}'—zxg+2x—x%=}.-

gi(3v2+21’—3xj=v+ 2y—2x
s : ] :

dy  3y—2x

e ————=m
@ W+

Al evaluar la pendiente de la curva en el punto P(1.2) resulta:

dy 32 62 4

= T3P +2)—x) 12+44-3 13

3 ee=:Resuelve los siguientes problemas generales, aplicando la derivacion de funciones implicitas.

B(4.3) y construye la grifica correspondiente.

Mediante la derivacion implicita se tiene la pendiente de la recta tangente a la curva:

24+y2=25
a il a
— @)+ — () =—(25
-(x7) 6 )

v gi}':
dx

2x2 ! 42y 0

d
2x42y—=0
}dx

21-'£=—2x
“dx
dy —2x «x

& 2y ¥

Al sustituir los valores de los puntos dados, resulta:

m 2l m —
A= = =" 5

4 4

153
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Para determinar la ecuacion de la recta tangente en cada punto dado. se liene que:

Y=y =myx—x)
3
y—4=—(x+3
_ Y )
4y—16=3x+9
Jx—4y+9+16=0
3x—4y+25=0 |} Ecuacibn de latangente en el punto A.
y—y, =mylx—ux)
4
y—3=——-(x—4
: 3 )
3y—9=—4x+16
4x+3v—-9-16=0

4x+3y—25=0 |} Ecuacion de la tangente en el punto B.

Para determinar la ecuacion de la recta normal en cada punto dado, se utilizan las pendientes reciprocas
y de signo contrario, lo que resulta:

}I_-}rl :_L(X_II)
A

y—4= ——;-(_r+ 3
4
y—4= —%{x +3)
3y—12=—4x—-12
4x+3y—124+12=0
4x+3y=0 } Ecuacion de la normal en el punto A.
1
Y=y =——x—x)
My

1
Fd=——pg@—4

3
3 :
y—3=—(x—4
] 4( )
4y—12=3x—-12
3x—4y—-12+12=0

3x—4y=0 } Ecuacidn de la normal en el punto B.

154

http://bibliotechnia.com.mx/portal /visor/webl/visor.php 6/10



14/2/2017 Bibliotechnia -

UnNipAD 3

Derivacion de funciones

Para realizar la gréfica correspondiente de x” + y* = 25 se despejaay, y=++25—x7 , entonces:

0 +5
+1 | +4.89
+2 +4.58 £
+3 +4
+4 3
15 0

2. Encuentra las ecuaciones de las tangentes horizontales y verticales a la curva

25x" + 16y* + 200x — 160y + 400 = 0 y construye la grifica correspondiente.

25x2 +16y? +200x — 160y + 400 =0

ifQS_r2}+i(16}=2 ) +i(2(}0x] - i“ﬁﬂ_\;‘}ﬂ-i[dﬂm =0
dx dx dx dx dx

25(20 2N+ 16(2)(v2 '}ﬂ+2ﬂ0—16{}ﬁ=0
’ dx dx
5{}x+32‘rﬁ+200—160ﬁ=0
©dx dx

EBE}* —160) = —50x —200
dx

dy _—50x-200 250100
de  32y—160  16y—80

Para determinar los puntos de tangencia de las rectas langentes horizontales, se iguala a cero el numerador
de la derivada, lo que resulta:

—25—-100=0
—25x =100
100
A=—=—
—25
155
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Ahora, se sustituye x = 4 en la ecuacion de la curva para determinar el valor de y.

25(—4)* +16y* + 200(—4) — 160y + 400 =0
400 +16y2 — 800 — 160y + 460 =0

16y? —160y=0

16y(y—10)=0

Esta ecuacién de segundo grado es igual a cero cuando uno de los dos multiplicandos es igual a cero,
es decir:

16y=0 yv—10=0
y=_0 y=10

Las coordenadas de los puntos de tangencia son A(—4.0) y A(—4.10) para las tangen-
tes horizontales.

Para delerminar los puntos de langencia de las rectas tangentes verticales, se iguala a cero el denomi-
nador de la derivada. lo que resulta:

16y—80—0
16y — 80
80

.':—:5
=16

Ahora, se sustituye v = 5 en la ecuacién de la curva para determinar ¢l valor de x.

25x% +16(5)* + 200x —160(5)+ 400 =0

25x2 + 400 + 200x — 860 + 460 =0
25x24+200x=0
25x(x+8)=0

Se iguala a cero cada multiplicando del lado derecho, lo que resulta:

25x =0 x+8=0
x=0 x=—8

Las coordenadas de los puntos de tangencia son B(0.5) y B'(—8.5) para las tangentes
verticales.

156
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Para determinar las pendientes y ecuaciones se liene para:

Tangentes horizontales Tangentes verticales
Para A(—4.0): Para B(0,5):
m _—25{—4)—10{)_ﬂ . _—25(0)—10&_—100_m
AT 0-80 T160)-80 0
Para A'(—4,10): Para B{—8.9):
—25(—4)—100 —25(—8)—100 —100
mé,=_—=0 mp, = = =0
16(10) —80 16(5)—80 0

En las tangentes horizontales. el dngulo de inclinacion es de 0°, por lo que su pendiente es cero; en
las tangentes verticales, el angulo de inclinacién es de 907, por lo que su pendiente es indeterminada
(oo).

Y=y =m,(—x) Y=y =my(x—x,)

y—0=0(x+4) (0N y—5)=—100(x—8)

. y=0 } Tangente horizontal en A. . ¥y=0 } Tangente vertical en B.

Y=Y =m(x—x,) Y=y =my(x—x)

y—10=0(x+4) (0 y—5)=—100(x —38)

. y=10 } Tangente horizontal en A", _
. y=—8 } Tangente vertical en B'.

Para realizar la gréfica correspondiente de 25x° + 16y° + 200x — 160y + 400 = 0 se tiene que:

8| s
8.30
=T | 169
9.33
=6 | 066
9.84
=3 | 015
10
_4 g
9.84
=3 | o1s
933
—2 | 066
, | 830
=11 169
0 5
1 f
2 i

157
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correspondiente.
implicita:

x*+4y? =6l

dy
2 4P H—==0
X 20y )

http://bibliotechnia.com.mx/portal /visor/webl/visor.php

d . d d
—(x2) +—(4y2) = —(61
(x2) = ¥*) dx( )

40232 —y2 =41 (2)

x? +4y* =61
(&5 +4y* =61
25+ 4y? =61
4y? =61-25
36
) 4
y==3

3. Encuentra el dngulo de interseccién para las curvas x* + 4y" = 61 y 2x* — y* = 41 y construye la grifica

Primero se encuentra la formula para la pendiente de la tangente a cada curva, usando la derivacion

2x2 —y? =41
d , d d
— () +— @4y ) =—4l
dx{x) dx( y) (41)

22(x% ) —2y? 'ﬁ=0
elx

dy dy
) e qx—2y—=—=10
x—l—S}dx 0 e
&.ﬁ — 2 —2)'% =—4x
i___z__i_ ﬁ::ﬁ:fz—'rzm
dx 8y 4y T de =2y ¥y 2

Resolviendo el sistema de las ecuaciones dadas, se obtiene el punto de interseccion entre las dos curvas.

2 +4y2 =61 (1)

202 -y =41 (2)

Al multiplicar la ecuacién (2) por 4 y sumarle la ecuacion (1) se liene:

8x* —4y* =164
+ x244y2= 61 (1)
9’ =225
2_%:25
9
xr =45

Al sustituir los valores de x en cualquiera de las ecuaciones dadas, resulta:

(1)

Las curvas sc interseclan en los punlos
A(5,3) y A'(—5,-3).

158
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Dados los puntos de interseccion. ahora se calculan las pendientes. Los pendientes para A son:

X 5 2x  2(5)
m=——=——— m,=—=——
4y 4(3) v
-] _ 1o
T2 =3

Las pendientes para A’ son:

PRNDNDS . S S| e
YU 4y 43 12 2=y =8 =8
3 10
M= L, =—
12 3

Dados los resultados anteriores se observa que las pendientes son iguales.
El dngulo de interseccidn entre las curvas es el mismo que el angulo con que se intersectan las tan-

gentes. Para calcular dicho dngulo se utiliza:

n'"z—m]

oo B

1+ mm,
10,5  410)+5 45
_._i'® . B B
‘a"g‘l [ S}l]ﬂ]_ S0 14
12)(3 3% 36

@900 160 o

(12)14) 168
6 = arctan (—9.6428)
# — —84°04'5"
179°59'60"
| _s4c04145"

8 —95°55"15"

159
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Para realizar las grificas correspondientes de x* + 4y* — 61 y 20— y* — 41 se tiene:

I ELE

0 | 439 45 | +3
+1 | 438 +6 | 455
+2 | 437 +7 |75
+3 | £3.4 +8 493
+4 | £33 0 i
+5 | +3

+6 | 425

+7 | #17

+8 i

4. Una pelota se lanza verticalmente hacia arriba desde lo alto de un edificio de 112m de altura: la ecuacion
que describe el movimiento de la pelota es s — —16f + 961, donde s representa la distancia dirigida de
la pelota desde el punto de partida en un tiempo t en segundos, encuentra:

a) La velocidad instantdnea de la pelota en un ¢ de 2s.
k) La altura mdxima que alcanza la pelota.
¢) El tiempo que tarda la pelota en llegar al suclo.

d) La velocidad instantdnea de la pelota al llegar al suelo.

Solucidn

a) s =—16f + 96t
ds d d
— =—(—162)4+—(96t
di  dt ) dr{ )
ds -
— =—16(2)t-"")+96
dt
E:—321+96
di

Cuando t = 2 s. la velocidad instantinea es de:

,,.=$ — —32(2)4-96——64496=32mls
{

160
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b) Parala allura mixima, se considera que la velocidad (v) es cero, resultando un tiempo (f) de:

y=95 __ 3509196
dr
0——32496
31— 96
9
T 33
t=3s

Para el tiempo determinado, se obtiene que su altura (5) midxima es:

§=—1612 496t
s =—16(3)> +96(3)
§=—144 288

Altura médxima considerada desde

§=144m .
el punto de lanzamiento.

Si a dicho resultado se le suma la altura del edificio, lenemos que:
s=144m +112m =256m } Altura maxima considerada desde el suelo.

c) La pelota alcanza el suelo cuando la distancia (s) es cero, por lo que su ecuacién es:
§ = —16f + 96t + 112, en donde 112m es la allura del edificio.

0=—16r" +961+112
1662 —96t —112=0

1t —6t—7=0 .. Como sélo se considera tiempos positivos,
t—"D+1H=0 tenemos que el tiempo en que tarda la pelota
R t41—0 en llegar al suclo es de 7s.
1, =17 f,=—1

d) Cuando t = 7s, la velocidad instantinea de la pelota al llegar al suelo es:

TS & —32t+96
dt El signo negativo de la velocidad indica que
v=—32(7)+96 su movimiento es hacia abajo.
v=—128m/s
161
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EJERCICIO 14

E I. Encuentra % para las siguientes funciones implicitas.

e 1.y +3y +9y— =27 14. ZPy'=y' -
— ] ] ! ¥ =3
T R e 15. Jay+2y=+x

i 3. X =4py

Compelencias 2 16 L, —1

disciplinares. 4. y+2=/~ i
5. af +by =a't’

17. G+ -—G—yF=x+y

6. x—yxy+y=1

< . 18. «x v—vﬂ:c
7. ©—-2y+3n’—y' =3 = 7

3 2 - i

B ORIy 19 X +3x +y —2y=06
9. '+ 8y + 2y =40 20. Jxy+2xy—+2y=0

3 2 3 . - 4
10. ax' —3axy+ay —c 21 Xy—xy+25+y =0

11 JE_JE_H 22, Y+Iy+2rX—y=3
x \y

23. X4y —&y=a

r '} 2
2. yr=Jt=t M. Y —x—2y
=
Y —a
25. x*==
13. x2+3y+nfl+y=y ¥ +a

Il. Encuentra la pendiente de cada una de las siguientes curvas en el punto indicado.

L 24y — 4 PQ.0) 9. 2y +4ay+ X =T P(1.1)
2. x4y =9P0O36) 10. 2 +yx+2y+y =4P(11)
3. Jay+2y=x PA.D 1. 2y —2c+y = 321: PQ.5)

P 4yT=5; 8.1
x—y) (x+x)=4 P21

¢ 12. 2%y —2=x"— 29" P(2,1)
5.

6. 2y +\3x=5P(32)

7

8

13. 2&x—y—x'y+3yx=5P3.1
Xl}"'i‘.f_‘r'z —12: P(3.1) 14. 2._‘5:‘2.1::«.'!'.12 +3)‘1 +12; P(2.2)
£ —y=3P21 15. ©—y' =5y—3;P2,1)

lll. Resuelve los siguientes problemas generales aplicando la derivacion de funciones implicitas y en
plenaria discute tus resultados.

. Encuentra las ecuaciones de la tangente y la normal a las curvas siguientes en el punto dado.

I I O I R I I I I T I A B )

a) 2_\.'1 —xy+ X 16: P23 d P+ y+2=0; P(-23)

by X +2x—4y=—4;P(-21) e) 3" — 2y =10; P(-2,1)

0 Y—42=9P2J5) N x24+y2=9 P(z,ﬁj
162
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a)
b)
)

d)

R I A R

: e)

Derivacion de funciones

Encuentra en qué puntos de las siguientes curvas la tangente es horizontal y vertical.

x4 dxy + 16y° =27

X4y =4
2+ 3y =5
20+ 2y — 9y =0
16x* +y' =32

3. Encuentra el angulo de interseccion entre los siguientes pares de curvas:

a)
b)
c)
d)
€)

4. Se tira una bomba en linea recta desde un avion a 800 pies sobre el nivel del suelo, la velocidad inicial
es de 640 pies por segundo, ; cuinto tiempo larda en llegar al suelo y con qué velocidad lo hace? La

YV =4x5 27 + 5y =12

X—dx+y; 2 +y =8

y=x;204+3=5

Ay — 12—y +25=0, "4+ Y +2x+y=10
-y =82 +x¥=20

ecuacion de movimiento es s — 800 — 640t — 161

5. Un cohete se dispara en forma vertical desde el suelo y su ecuacion de movimiento es
5 — 128¢ — 161", con una velocidad de 128m/s; ; cudnto liempo requiere para alcanzar su maxima

altura y cuil es dicha altura maxima?

QVﬂiﬁ:atusm:ultachsnn!amci&ndnmpm:ta:.- T I I R I R
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Derivaciéon de funciones trascendentes

El nimero e y los logaritmos naturales

El limite que representa la definicion del nimero e es:

e=lim(1+4 x)x =2. 71828182846
x—0

1
En la siguiente grifica se muestra cémo la curva de f(x)=(1+ x)~ se acerca hacia e cuando x tiende
a cero.,

x 05 =01 -001 0001 —0.0001 i) 0eod1 0007 01 B3 o5 1

i,’1+x]1: 4 286 2732 2719 27184 e=27182818 27181 2716 270 259 225 2

i
e=Tlim{l +x)x =2.71828182846

T}

1
Six)=(14x)s

Los logaritmos naturales o neperianos son los que lienecn como base ¢l nlimero e, los logaritmos
comunes Lienen como base al ndmero 10. Con el fin de distinguir los logaritmos naturales de los loga-
ritmos comunes, sobre todo cuando la base no se indica explicitamente, utilizaremos la siguiente nolacion.

In u — Logaritmo natural de u (base ¢)

log 4 = Logaritmo comtin de u (base 10)

Si x es el logaritmo natural de un nimero N, significa que x es el exponente al cual se debe elevar la base ¢
para que el resultado sea N, es decir:

x = In Nsignificaque " = N

Si y es el logaritmo comtin de un nimero N, significa que y es el exponente al cual se debe elevar la base ¢
para que el resultado sea N, es decir:

y = log N significa que 10F =N
164
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Ejemplos

a) Six =0, tenemos:

&=N x=InN

¢’ = 1, significa que 0=Inl s B1=0
by Six = 1. lenemos:

& =N x=InN

¢' = e, significa que l=Ine o Ime=1

¢) Siy= 0, tenemos:

1P =N y=logN

10" = 1, significa que 0=log1 n ml=40
d) Siy— 1. tenemos:

10 =N y=logN

10" — 1, significa que 1 —log 10 o log10=1

Relacién entre el logaritmo natural y el logaritmo comin

Si en la ecuacion €' — N se loman logaritmos comunes en ambos miembros y se aplican las propiedades
de los logaritmos, se liene que:

e=N
log e*=1log N
YXloge=log N

Despejando x, resulta:

log N

=
log e

Six = In N. al sustituir en la ecuacion anterior, se tiene que:

In N = Xp N que se lee como:
log e

El logaritmo natural de un nimero cualquiera se determina al dividir su logaritmo comiin entre el
logaritmo e.

Si de la ecuacion In N = log
log ¢

despejamos para el logaritmo comin, resulta:
log N = In N log ¢ que se lee como:

El logaritmo comiin de un nimero cualquiera se determina multiplicando su logaritmo natural por el
logaritmo comiin de e.

165
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Ejemplos

Siloge —=04343 y

log e

a) Determina el logaritmo natural de 8.

Datos Formula
In N — log N
N_8 5 log e

InN=2303logN
b) Calcula el logaritmo natural de 25.

Datos Formula

N=125 InN = 2.303 log N

¢) Encuentra el logaritmo comiin de 324.

Datos Formula

logcN=InNloge
N=324

? log N = 0.4343 In
d) Determina el logaritmo comiin 5372.

Datos Formula

N =5372 logN=04343In N

= 2.303, aplicar en las siguientes demostraciones:

Sustitucion

In (8) = 2.303 log (8)
In (8) = 2.303 (0.9030)
In (8) = 2.079609

Sustitucion

In (25) = 2.303 log (23)
In (25) = 2.303(1.3979)
In (25) = 3.2193637

Sustitucion

log (324) = 0.4343 In (324)
log (324) = 0.4343 (5.7807)
log (324) = 2.510035801

Sustitucion

log (5372) — 0.4343 In (5372)
log (5372) = 0.4343 (8.5889)
log (5372) = 3.73015927

Andlisis grafico de las funciones logaritmicas y exponenciales

En el cilculo avanzado se establece que si una funcion continua es siempre creciente o siempre decreciente,

entonces tiene una funcién inversa.

La funcién que se define por y = ¢, se denomina funcién exponencial; con base en la definicién de

logaritmo natural la inversa de la ecuacion exponencial es: x = In y.

Las funciones ¢* y In y tienen el comportamiento de funciones inversas entre si; si permutamos x y v
de la ecuacion x = In y, resultando y = In x, la que se define como luncion logaritmica.
Representando grificamente las funciones f(x) — €' y g(x) — In x — f'(x) se observard que son inversas

una de la otra al reflejarse entre si en la recta y = x.
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| foy=¢

glxi=Inx

Ambas [unciones son crecientes y son conlinuas
en sus respeclivos dominios.

La funcidn que se define por y = &, sc denomina funcién exponencial; extendiendo la definicion de
logaritmo comun. la ecuacion exponencial es inversa de la ecuacion en: x — log, v.
Las funciones a" y log y tienen el comportamiento de funciones inversas, si permutamos x y y de la
ecuacion x — log, v, resulta y — log,_ x, que se denomina funcion logaritmica.
Representando graficamente las funciones f(x) — a* y g(x) = log x, — f ' (x) se observari que son
inversas una de la otra al reflejarse entre si en la recta y = x.

| flay=a
|

)
y=x

glx)=log x

Ambas funciones son crecientes y son continuas
en sus respectivos dominios.

167
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Férmulas fundamentales de derivacién para funciones logaritmicas y exponenciales

Al considerar la derivada de las funciones logaritmicas y exponenciales, se debe tener presente que la
derivada de una funcién algebraica es siempre algebraica, mientras que la derivada de una funcidn tras-

cendente no siempre ¢s lrascendente.
La derivada del logaritmo natural de una funcién es igual a la derivada de la funcion dividida entre la

funcion, es decir, es igual a la derivada de la funcién multiplicada por su reciproca.

dv

i{]np}:ﬁ:l.
dx v ¥

Formula fundamental de derivacion nimero 12,

&%

Demestracion:

Si y=Inv, derivado por la regla general, tenemos;
y+4Ay =In{v+ Av) } Primer paso

v+ Ay =In(v+Av)
Segundo paso

—y=—Inv

Ay =In (v+Av)—Inv }~ Al aplicar las propiedades de los logaritmos, resulta:

L—I-&\]_] [i+£]

Ay = ln{

v

% T [1+—] ] AImultip]icarpor%.sclicnc:

=[}-‘][ [ ] [l+-—}=[ ][ ] { ] Por las propiedades de los logaritmos resulta:
v LAy Ay v

Ay

il [] i :"_\.v]m
Av

vV

Por la definicién del mimero e, se tiene que:

I
lim 1+ﬂ]m Yo (L o, S
Av—l) v ) v
Luego lim [I s In{e) =1
S )
Por lo tanio,
dy Ay }
—_—= llm —=—= Ine =— CI.IHI[DPH.‘:O
dv  Aavs0AY v v
148

http://bibliotechnia.com.mx/portal /visor/webl/visor.php

10/10



14/2/2017 Bibliotechnia -

UnNipAD 3

Derivacion de funciones

Si ademas se tiene que v es funcion de x, entonces de acuerdo con la regla de la cadena:

dy_dy dv
dx dv dx

2 dy
Al sustituir el valor de d—} en la regla de la cadena, resulta:
v

s Byl Ot
dx v dx

L.CD.D.

Si v = x, la formula anterior se simplifica, lo que resulta:

Ed;(}nxj - -—1- } Formula fundamental de derivacion nimero 12a.
x

logv
log e

Como In v=

al sustituir en la férmula de derivacion para logaritmo natural, resultando:

dilogv| 1 dv Despejando log v, tenemos:
de|log e] v dx

d log e dv
_..._.[] l}:.—.—.—
a2 T Ty

} Formula fundamental de derivacién mimero 13.

La férmula anterior indica que la derivada del logaritmo comiin de una funcion es igual al logaritmo
comin de ¢ dividido entre la funcién y multiplicada por la derivada de la funcién.

Si v = x, la [6rmula anterior se simplifica y se obtiene:

log ¢
x

vj—xﬂcg 1) = } Formula fundamental de derivacion nimero 13a.

La férmula anterior indica que la derivada del logaritmo comiin de una variable es igual al logaritmo
comiin de e dividido entre la variable.
Siy = a', como funcién exponencial y tomando logaritmos naturales en ambos miembros, tenemos que:

Iny=In(@)=vina

Al derivar ambos miembros con respecto a v, resulta:

[l]ﬂ= Ina
¥ dv

Al despejar ? se tiene:
VvV

dy
—=vlIna
dv

Es decir,
dy )
—=n"Ina
dv

169
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Al sustituir el valor de ? en la regla de la cadena se Liene:
v

%{a"} =a"In a% } Formula fundamental de derivacion nimero 14.

La férmula anterior indica que la derivada de una constante que tiene por exponente a una funcidn
es igual al producto de la constante elevada a la funcion por el logaritmo natural de la constante y por la
derivada de la [uncion.

Si v = x, la fdrmula anterior se simplifica para obtener una versién corta de la [6rmula 14:

%[a"] =a'lna } Férmula fundamental de derivacion mimero 14a.

También si a = ¢ y como el In ¢ = 1, al sustituir en la férmula de derivacion 14 para {uncién expo-
nencial, resulta:
d dv

—(e")=¢" — } Formula fundamental de derivacion nimero 15.
dx dx

La formula anterior indica que la derivada de la constlante ¢ elevada a un exponente que sea funcion
de una variable es igual al producto de la constante e elevada a la funcién por la derivada de la funcion.
Si v = x, la formula anterior se simplifica para obtener una version corta de la férmula 15:

d , S
E{c" J=¢e* Formula fundamental de derivacidn nimero 15a.

La formula anterior indica que la derivada de la constante e clevada a un exponente variable es igual
a ¢ elevada al exponente variable.

Férmula de derivacién de la funcién exponencial general

La derivada de una funcién con un exponente variable es igual a la suma de los dos resultados que
se obtienen derivando en primer lugar de acuerdo a la [érmula fundamental niimero 6, considerando el
exponente como una constante, y después derivando de acuerdo a la férmula fundamental nimero 14,
considerando a la funcion base como una constante. Es decir,

i(u") — v ! Eiﬁ +u* In u d—‘- } Formula fundamental de derivacién niimero 16.
dx dx dx

Demostracion: Si y = «' como funcién exponencial general y tomando logaritmos naturales en ambos
miembros, tenemos que: Iny = In (¢') = vInu
Sie' = Nyx=InN. al aplicarlo en la ecuacién anterior resulta:

y=e'"“ } Alderivar se liecne que
4 —g¥lnu i(r In u)
dx dx
ﬁ=.'3'““”' 1-'{1 d—“]+]nu£
dx u dx dx
170
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Siy=¢"""yasuvezy=«' al sustituir en la expresion anterior, tenemos:
i(u")=u" v[l ﬁ]-Hn U é
dx u dx dx
ifu"] oy e +u® Inu i
o u dx dx
= il’f:«r"}::; ! ﬂ—|— u" Inu L. L.C.D.D
dx dx dx
Si v = n. una constante cualquiera, la férmula anterior se simplifica, es decir:
d du dn
vl rr}= R |_+ n ! g
= (u i it e u" Inn a
. i (") =i 4*-) ﬁ } Demostracion de la formula fundamental de derivacion
" dx dx nimero 6 para un valor cualquiera de a.
EJEMPLOS -
0
ol
E ﬂr J"'Deriva la siguiente funcién y = In (1 + x°).
wr
y=In(1+ x?%)
dy P .
— =y =—I|In(14+x2
dx - dx[ ; )
1 d
' 2 2
Y = — ]—|—x )= {2_1 )
T (143D :ir( (1+x2)
i 2x
42
2 ®e:Deriva la siguiente funcion y= Inya® — x2.
y=In va®—x?
dy  , d T3\ 1 d —
E—\: ——(ln\.fa o ¢ )_ = a( a-—x )
d a2 .2
g1 e i B 2 | 2%
X B 9 y S| T | P 3
vai -2 a2 —x2) 2 Va? —x? a2 —x2)2 Va2 —x? | 2V —x2
,_ I
(@ -x?)
171
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1+ 2x
1—2x

3 ®e:Deriva la siguiente funcién y=In

il 1+ 2x
- 1-2x
dy ., df [+2x) 1 df[T+2x
dx °  dx ‘Jl—zx_ 1+2x dx|V1—2x
1—2x
(1—2x) g—{1+2x)—('1—2x)—q (14 2x)
d[l+2x] dx dx
J N1 2x| dxl1—2x _N1-2x (14+2x)
¥ O % 21| z ]
VI+2x 2[[+21J1 Vi+2x 2{l+2x1
1-2x 1—2x
(1-22)(2) — (1 +22)(-2) |
v,_J]—Ex (1—2x)? CNT-2x (1 -20)2(2— 45 + 2+ 4€)
L ] == = 2
J1+2x J . 142 2(1—2x)%(1+2x)
S
(1—2x)2
oy (1257 (4) 2 y 32

Y o200 +20 a-2o(+2n Y 1-4x

4 ®e:Deriva la siguiente funcién y — x* In x°.

y=x21n x*
%=}"=%ixz In xl)lei—i-fln xz}%(f‘}:xl % %(.rz]-k[ln D2xNH

v =2x21 4+ 2x In x2 = 2x+ 2x In x2

. ¥ =2x(1+2Inx)

In ax

5 ®e:Deriva la siguiente funcion y=

ar[fxlln ax)—(In ax)gr(ax}

dy v,_i[in ax
dx

dx (ax)?
11d

(ax)—(In ax)a)
‘_.r_ﬂf ﬁf]dx _a—a!nax_;{fl—ln ax)
= a’x?  axr X
I;_]—lnax

!_ Fe= ax?
172
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6 ®e-Deriva la siguiente funcién y = In” x".

V= ={nx2p
..L..f.}.: == '\,'r
dx

Vo 10,4 (In x2)*

=
Ve 10(In* x2)
; X

7 ®e:Deriva la siguiente funcién y = log (x* — 4).

Derivacion de funciones

d i, d
= —[(ln x2P|=5(n x2)3!' —(In x2)
’ d.r[ ! dx

11d 1 :
b 244 2y 244 -1
¥ =5(In x*) [12] (x*)=5(lnx") [IZ]{EI )

y=log (x2 —4)
dy  , d 3 loge d log e | .
2 =L jop ) =—05" T (7 gy=—_"0F (3521
il e L ) o ) _r2—4iur )
s 2xloge
Y ="
8 ®e:Deriva la siguiente funcién y = logy16—2x2.
v=log/16 —2x?
dy , d loge d
L=y =—(log J16—2x2)=—FB_ [ 16 —2x?
i dx v V16— 242 d_x( )
d 2
S loge 5“6_2" ) ~_loge | A2
Y= g = _— _|
VI6-2 |16 2y | VI6=22) 1622y
; log e —2x ] ' 2x log e
¥= sy ==
V16—2x7 |16 —2x2 16—2x?
173

http://bibliotechnia.com.mx/portal /visor/webl/visor.php

5/10



14/2/2017

3 UNDAD

Bibliotechnia -

CAICIRG DIFEREMNCIAL

’
¥=

y:

dy
dx

12 ®e:Deriva la siguiente funcion

dy
dx

http://bibliotechnia.com.mx/portal /visor/webl/visor.php

Yy =

©Q ®@e-Deriva la sieuiente funcién v = lo il A
£ : = 412
e
: b+ x?
ﬂ—}—ilo[ ax ||  loge d'[ ax
& 2 @) Beeell b? 4 x?

(b* + x*)(log €)

=k
b 22

dy d
b +x%)—(ax)—ax—(b* + x*
{ X ]-:ixmﬂ a{:il: x-)

ax

(62 + xM)(log e)

B +x2)?

(b2 +x3)a)—ax(2x2 N

ax (b2 4 x2)?
(h? +x3)[lng )| ab? +ax? —2ax?
(b2 4 x2)*

Mung eXab? —ax?)

ﬁ’[b’ —x2)log e (b2—x?)log e

y= air-

ax(b?* + x2)

yv=x log(l—x)
dy
de
W log e
’ 1—x
. xloge
v
(1—x)

- - E v - 3
11 ®s-Deriva la siguiente funcion y = a™*

3

=10

y=10-3

]—{I x)+log(l—x)=

ax (b + x?)?

x(b? + x7)

10 ®e:Deriva la siguiente funcion y = x log (1 — x).

. "’FZ%II ]ﬂg(|__;)]=x%[]ogi]—x)]+log (]—x}%{xl

xlop e (—D+log (1—x)
=&}

+log (1—x)

y = %(ai@) @ = (In a}%ﬁx}}:as‘j (Ina)[53x* )]

- ¥ =15x2 a° Ina

y  d v d )
¥ =—(10-3)=10"3(In 10)—(=3x)=10"3(ln 10)(-3)
) dx dx

, 310
10%

174
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-
13 ®e-Deriva la siguiente funcién y = 5¥*,

y= §x
- (x)
&"_\»‘ ’ d Jx Y sx d gz E
E=y=a@ ﬁ(mﬁawﬂ=JUﬁ%—jT
2(x) 2

v =5"(n5) i

2(x)2

. y_5FIs
__ZJE

ol - - Ly 2 —_
14 ®e:Deriva la siguiente funcién y — ae™ .

y= afl_rz 2)
dy r_d 2 diu2nld ., , 2.3
—=y'=—tlage"" Vl=g—|e" V| —(x? — ) =ae" P(2x?!
o e s e i )
.y =2axe” -2
15 ®e-Deriva la siguiente funcién y= e,
y=e'
d
(x)
dy rd = .
E:_}?F:E(ﬂ\'l)_f’“lg(ﬁ): —]—dx 3 — gvE —
2Ax) 7 2(x)2
\"l}:L
16 ®e-Deriva la siguiente funcién y = =
Ex +€ X
eF—e ™
y= 2 x
e +e

_(e* +e ’};;{c’*—e =)= {gr—e "}{fx(e‘—i—e %)

by deev)
de ~  dxle? tex) (e*+e =)
1_":(6’ +e *)le* ;r{x}—e-‘ gr(—x} —(e*—e ‘}ef;i(.rHe I;;i—x}
- (EI +e x‘}!
s (e* +e)|ex —e*(—1)]—(e* —eM)[er +e=(—1)]
& ':E'r te I)2

175
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Ve (e L e 2 ) et be?) (et —e et =)

[f.*‘+c?-')7-
v.‘_ﬁ}{—l_ex T e :Ix_]_;/é‘f'_’&]{_l_ex T 4p J-IJ_},K_ED_I_ED_i_Eﬂ_i_ED'
T ({?I—I-L’ Jr)Z - (E’J[-I-L’ 1}2
, 1414141 4

E- _(§I+f .r)! _I:E’I-l-{? Jr:lﬂ

17 ®e-Deriva la siguiente funcion y = ™.

_\'_l — Ein.r
E‘_ _ 1',! _ i{'eln.::} _ l,3|11.1' iﬂnx} — gl I[_l_,]
dx dx x
Inx
\r‘f = z
’ x
18 ®@e:Deriva la siguiente funcién y = (ae)™.
y=(ae)™ = a™e™
jﬁ =% = % (a™e™) = {a”}%(em‘) +{€’“)%(ﬂ‘“}

' d d .
V= a™e™ —{(ax) 4+ e a™ (lna)— (nx
3 dx[ ) { }dx )

}" = na™e™ + ne™a™ (Ina) = na™e™ (1 + Ina)

y' = n(aey*(1+In a) = ny(1+Ina)

19 ®e-Deriva la siguiente funcién vy = ¢* In x.

¢*ln x

dy =_v’=%(e‘ In x]=e‘%(ln x)+In x%{ex}

dx
y’:e‘[i]—l-(]n x)(e*)
x
, I ]
v=e'|—+Inx
X

20 @+ Deriva la siguiente funcién y — a' log x.

y=a*log x
dy , d d d
— =y =—/(a* log x)=a* —(log x)+(log x)—(a*)
dx = dx B dx B (log }dx

y =a* [_lc-g t?'] + (log x)a* In a)
x

'|'rFI —a* [—log L -+ (Iﬂ‘g _r) lﬂ ﬂ]
X

176
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21 e®e: Deriva la siguiente funcion y — xé*-

%:y’:i(x"-"z)ze‘?r”z '%(_r}+_r"‘3(in .ﬂ%(c"‘l]

2
.

2 2 d " k- A T
y =e“x" 14+ x In x(e* )E(_rzl — et +x=° In x(e* 2z ")

,

P

. 5K 2 v 21

¥ = +2xe" Inx=e*x7 |—
x

x

+2x In .r]

_1;' =€J’2};‘"rz [l+2x In x]
x

22 ®e:Deriva la siguiente funcién y — 5 g
y:xknx
%: y’: %(x‘“}:[]nx) i %{x}+x"“(ln xl%[}nx}

Inx Inx

=Inx{x‘“"")-l-_r‘“(ln_r}[l]=(In_r‘.rx +X  (Inx)
x x x

len: ) gxlux
y = (Inx)= Inx
X

£y
a
23 ®e:Deriva la siguiente funcion ¥ = [;] .

T
dc °  delx)  Tlx X x)dx

e treeH A

a

X X

al’
:“1.‘ - [_]
x

177
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Derivacién logaritmica

A veces es conveniente apoyarnos en las propiedades de los logaritmos para simplificar el procedimiento
de derivacion en funciones logaritmicas. en [unciones exponenciales y en funciones que constan de varios
factores o que presentan complejidad algebraica.

Ejemplos
I. Utilizando la derivacién logaritmica, determina la derivada de las siguientes [unciones.

1. y=Inv4—x?

Solucién por férmula

dy d p. i— i dp— e
EZFI:I(IH 4—1’1): 4 2 i_( 4_}‘—2):\!’4 2 21
. R ~F24-22) 2
v’— 1 _ZIZ I
R L
Ea Z(4—x?)2
1
')
i S
| 4 —x?
Solucién por derivacién logaritmica
i
y=Iny4—x? =In (4 —2x?)2 =%[n (4—x?)
& , d[l 1.]1d ,,l[l]d 5
Byt 8 g =Py Sfm@— |l
i) = gls PECEISy ElRs =l S e
},’zé(_p‘xl I)zi
T AA—xP) Z4—x?)
rF=_.-.-.-.—.-.-.._x
! (4—x%)
3x
2. y=I
ol
y=log 3x—log (5+x%)
dy , d d Ilnge]d loge |d
By~ iog 3x)—Lllog (5-+x7)] = | 2L | L 3x) [ 128 _| 9 (54 2
o e B e ) s e T e
I,_ﬂ]uge_log e(2x* ') log e 2xlog e
y= Bx G+x3) x5+ 1d)
i 2x ] 54 x2—2x2
y =log e|—— =logef—————
x 5+x? x(5+x%)
y'=log e -
G
178
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Nota: los siguientes ejemplos se trabajan utilizando derivacion logaritmica. El alumno deberd comprobar
el resultado, por medio de la derivacion por formula directa en todos los ejercicios.

T, o7
3. v=In a1+xq
a? —x?
I
a’ +x? 1. ja' 4] 1 5 :
}»:ln[ﬂz_xz] El [az—f] E[IH(H +x%)—In (@* —x7)]
dy ., d]l 1d- .. d
— =y =—|—[In(@®+22)—In (a2 —x?) =—[-— In (@? + x2)|— —|In (a? — x2)
i = ! I=2la! g |
p B[ 1 e i &y s
=—t——— (@2 +x)———————(a?—x?
y 2(a2+t1)dt"a % (az—xz}dx{a t
1 1
= ((2x2 Ny ——— (—2x2
Y =3l@+ ) (a? —x2) =)
-.r'—l 2x + 2z ,2’ x X
T 2@ +x?) (a2 —x?) " Z|@+x) " (@12
s x(a?—x?) +Jf(a2 +x2)

(a® +x?)a* —x?)

. alx— X talx+ ,fg _ 2a%x
@+ 2)a—x2) & -2

" ] Se recomienda tomar logaritmos naturales en ambos miembros de la funcién y
x

después derivar.
Iny=Inx2=xInx

d d 1
=x—(hx)+Inx—x)=x|—|+Inx=1+Inx
dx dx X[,fy

=y(1+Inx)=x*(1 +Inx)

L_.,l_.
E-I“‘" 53.'[&

Iny=Ina”*=2xIna

—(In 1)——(21 In a)
dx
% g—lratln a)+lIn a %(2x)=2x(0]+ln a(2)
g =y (2In a)=2a%*In a

179
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6. y=2-—0'*"
In y=In2—x)"** =(1+x)In(2—x)

d d
E{]n y)= E[“ +x)In (2 —x)]

% %:(]+xl%[]n(2—x}]+ln {2—1}%(1+x}

1 dy | d (14 x}—1

- —=(142x) |——— —(2— In (Z—x)N=——4+In(2—

v e (+r)[(2_x) dx( X)+1n (2—x)1) 2-2 +In(2—x)

dy (1+x) (1+x)
= vlln@=xy— =1 I|x|2___
i e L
 x23x—2
(x—1)
efms
In y=1In % —ln x23x—2—In (x—1)?
r—1?
1
In y=Inx2+In 3x—2)2—2In (x—1)
In y=2In A‘—l—%]n B3x—2)—2In(x—-1)
‘%{[ﬂ _v}l:%{?[n x}—i—%%]n (3x—2) —%[Eln (x—1)]

1 dv dy 1 d d .
=2 gy ~< [1n Bx—2)]—2-—[In (x—1
v dr dx(nx}+2dx[ﬂ(x )] dx[n(r )]
1 ﬁ=2{1}+1 1l _ B mlal 1 Fee
y dx x) 2|(3x-2) dx (x—1) dx
lﬁ_g+ 3 2 [AGCx—=2)x—1D)]+3x(x—1)—2[2x(3x—2)]
ydr x 23x-2) (x—1) 2xGx—-2Wx—0D
l ﬁ_4{311—3x—2x+2)+3x2—3.r—12x2+8x
v odx 2x(3x — 2)(x — 1)

3x2 —15x+48
2x3x—D(x+1)

dy_ 1247 —12x 8% +8+3x2 —3x— 1247 4 84
dx 2x(3x—2)0x—1)

dy x’\B3x773 [ 3x2-15x+8
dc (-7 |2x@x=Z(x—1)

: x(3x2 —15x+8)
23— G—1P
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Férmulas fundamentales de derivacién para
funciones trigonométricas directas

A continuacion se ilustran los procedimientos para deducir las férmulas fundamentales de derivacion para
funciones trigonomeétricas directas.

1. La derivada de la [uncién seno de una funcidn es igual al producto del coseno de la funcién por la
derivada de la funcicn.

d _ dv
—(senv)=rcos v—

} Formula fundamental de
dx dx

derivacion niimero 17.
Demostracién. Siy = sen v, derivando por la regla general, resulta:
¥+ Ay =sen (v + Av)
Al utilizar la identidad trigonoméltrica del seno de la suma de dos dngulos se tiene:
sen (v + Av) = sen v cos Av + Av cos v, resulta

¥+ Ay = sen v cos Av + sen Av cos v
—y = —senv

Ay =senvcos Av + sen Avcos v — senv } Al factorizar, se tiene que:
Ay = cos v sen Av — sen v(1— cos Av)

Ay [scn ﬂw] []—msﬂv]
= —cos y —senp|———

Av v Av
Av 1 —cos Av
Comoel lim —n—b —1] yel lim {$]=D
A Av A v

Se tiene que: %—H =cos v(I)—sen v(0)
I'J

Av —0
. Ny ady

o lim —=—=cosv
a0 v dy

. dy
Al sustituir el valor de — en la regla de la cadena resulta:

dx
dy _dy dv

de dv dx

dy dv

— = COSV—

dx

ilfs;cn V)= (:osvE L.CD.D.
dx dx

181
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2. La derivada de la funcidn coseno es igual a menos el producto del seno de la funcién por la derivada

de la funcion.

dv ) T
d—cos Vv =—sen vI Formula fundamental de derivacion nimero 13.
x X

Demostracion. Siy = cos v, al utilizar la identidad trigonométrica cos v = sen (90° — v) se Liene:

y=sen(90° —v)

Al derivar por la férmula fundamental de derivacion niimero 17 se tiene:

dy d T . | — r: ol GV
E—ﬂk[scn{gﬂ v)] = cos (90 '.)dx("}{} v)=cos (90 v}[ r,ir]

Mediante la identidad trigonoméltrica, cos (90° — v) = sen v resulta:

ﬁ =senv _d_v] — —sen vﬁ L.CD.D.
dx dx dx

3. Laderivada de la funcién tangente de una variable es igual al producto de la funcién secante cuadrada

de la variable por la derivada de la variable.

d-i(lan v) = sec?v % } Formula fundamental de derivacion nimero 19.
X

Demostracion. Si vy = tan v, con ayuda de la identidad trigonométrica tanv = se liene:
cos v
sen v
V=
cos v

Derivando por la férmula fundamental de derivacién nimero 7 se tiene:

4 ( ) d ( ) cos v(cowdv]—scn v[—scm- d ]
Cos ¥ scnv senvy dl COSV, B L dx d:x

dy _
dx (cosv)? cos® v
dv dv  dv
~ cos?v=- +senly (cos? v —sen’v)
dy dx dx _ dx
dx cosl v cosZy

Mediante identidades trigonométricas, sen’ v + cos” v = 1 y porsec’ v =

cos2v
dv
=) :
ﬂ I Sl secly ﬂ LCDD.
dx  coslv dx
182
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4. Laderivada de la cotangente de una funcién es igual a menos el producto de la cosecante de la funcidn
por la derivada de la funcion.

i — (cot v) = —csc? ‘ﬂ } Formula fundamental de derivacion
dx dx

nimero 20.
Demostracion. Siy = cot v, al hacer uso de la identidad trigonométrica cot v = r— se liene:
anv
1
l!! e —
T lanvy

Al derivar por la [6rmula fundamental de derivacién nimero 7b se tiene:

dy 1 |d 1 2 v sec? v |dv
—=|——>—[—(an v)=|——=—|(sec* V) ——=| ———|—
dx tan-v |dx lan-v dx tan-v |dx

.
& < 1

sen- v e
Jan v= y también csclv =

se liene:
cos” ¥ cos? v sen?y

Mediante identidades trigonoméiricas, sec? v =

1
ﬁ__;.@s?ifﬁ__ 1
dx  sen’v dv  sen’v

-

5. Laderivada de la secante de una funcion es igual al producto de las funciones secante de la [uncion por
la tangente de la funcién por la derivada de la funcién.

L.C.D.D.

dv g v
— =—cscty
ddx dx

dv } Formula fundamental de

d
—{sec v)=sec v lan v— . L
dx dx derivacion nimero 21.

se liene:

Demosiracion. Siy = sec v, al hacer uso de la identidad trigonométrica sec v =

..

: CoOs v

cos v

Al derivar por la férmula fundamental de derivacion nimero 7b se tiene:

£=[— : }ifcosv}={—
C

- {(—sen v)— =
dx cos- v ) dx

dr  cosivdx

] dv senvﬂ

oslvy

sen v
ylan v=
Cos v cos v

Mediante identidades trigonométricas, sec v = se liene que:

EE.: Se ﬂ’. =s52CV lanv .(E L.C.D.D.
dx cosv cosv dx dx

183
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6. La derivada de la cosecante de una funcion es igual a menos el producto de las funciones cosecanle de

la funcion por la cotangente de la funcién por la derivada de la funcion.

derivacion nimero 22.

d . dv
—(CsSC V)= —cSCcV coly —
dx dx

} Férmula fundamental de

Demostracion. Siy = csc v, al hacer uso de la identidad trigonométrica cscv =
sen v
1
_'\J —
senv
Derivando por la f6rmula fundamental de derivacion niimero 7b se liene:
dy 1 d 1 _dv cos v dv
== —(senv)=————|(cOSV)——=——"———
dx sen’v | dx sen-v dx sen v dx
Mediante identidades trigonométricas, cscv = ycol v= I . se liene que:
sen v sen v
DG & —CSC veoty & L.CD.D.
dx sen v sen v dx dx
EJEMPLOS .
=]
-y -
E{’F'L*Dcriva las siguientes funciones trigpnomélricas.
o
ig - . y=sen3y
dy , d ) 28 5
——=¥y = 3ct)= 3Ix=—(3x°
dx} dx_[s,c:njk:)(:Gsxm_().j
-, ¥ =6x cos 3x2
2. y=cosyl—x?
% =}"'=éf;(msd]—x2)=—sen J1—x2 %[Jl—xl)
d
—(1—x%) 2!
y=—senJI—x2|dr —|=-sen J1—x?|——
20— 22) 2 20— xp
4/ Xsen V1—x?
’ 1—x?
=
184
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3. y= tan’ 4x — (tan 4x)’

gﬂ: —yl= -!f—r[(tan 4x)?| = 3(tan 4x)* ! %[tﬂl‘l 4x)

¥ = 3(tan 4x)? 5cc24x£-i4x}
dx

.. ¥ =121an?4 x(sec? 4x)

X
4. y=4col—
¥ co 4
ﬁ=;,-f=£[4Cm£]=4i[col£]=4[_&gcz£]i{£J
dx dx 4 dx 4 4)dx\4
fl ax| |
Y=ty ,a’d_r]

x
!

Ly =—csc?
4

5. v=+sec 2x

i{sccﬁlx] sec2x tan Exib:@x)

%:}"':%(JS«GCZI): dx i ‘l
2sec2x) 2 2(sec 2x)2
Y Z see?T tan 2x

et

o ¥ =+fsec 2xtan 2x

6. v —acsc bx

ﬁ =y = i (a csc bx) = ai (csc bx) = a(—cscbx cot b_x]i{bx}
dr dx dx dx
v = —ab csc bx col bx
7. y=x3zenx
dy

¥ —i(r sen x}—xi[scnx)—l-scn ri(t)
dx ~  dx - Tdx Tdx

_1;" =X Cos x+senx
8. y=cotx+x

% =y =%(col xH—%{x] =—cse?x+1=—(esc?x—1)

Al usar la identidad trigonométrica cot’ x = csc” x — 1, se tiene:

J

2
¥y =—cot'x

185
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xi (cos 2x)—cos 2x i{_x}
dx dx

dy v,_i[ms 2x
dx{ x

x2

x(—sen EX)E(ZI}—DDS 2x

g dx _
_\' - 3 - ]
x° X

i 2x'sen 2x +cos 2x
= W=
2 1) 3

—2x sen 2x —cos 2x

X

10. y=In+/tan ax

dv=v’=£(lnqlanar)= l i(x,."lzmm{}

E - dx “lan ax dx
s 1 dx{l;max} 3 | scczax;r{ax]
- =11 I
vanax 1o enanyz | Y2 oganax)?
, aseclax a
V=————=—sec"ax col ax

2lan ax

1. y=¢"senx

dy ; d d d
H e (R T i X)=¢* s 5 3
—==y =—(e T senx)=e ———(scnx)—i—scnx—r(e )

]

d
¥V =¢ *cos Jr—l—scnx(e"‘lai—x):f"cos X—e*senx

. ¥'=e *(cos x—senx)

3 et o
’ 1+ cos x
_t_il—':"_, —g-—ln [1—cos x S 1 d 1—cos x
dx  ~ dx 14 cos x l—cos x dx 1+cos x
\f]“+cnsx
d [I—cosx]

o MT+cos x | dr \14+cos x

) l—cos x 1
z[l—cosx]z
14cos x

186
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d . d .
(14 cos x)—~(1—cos x)—(1—cos x)— (14 cos x)
dx dx

> vl—cos x | (1+cosx)?
S 1
J1+cos x z[l—cos x]:
14+cos x

(14 cos x)(sen x)}) — (1 —cos x){(—sen x)

Vo J1—cos x (14 cos x)?
Y= |
- (1—cos x)2
2- i

(14 cos x)2

I
,  J1—cos x |(1+cos x)2(sen x + SEN¥CO8 X + SEN X — SEO&-COS X )
|

- J1+cos x

¥

2(1 + cos x)*(1 — cos x)2

y ﬂ_j:eoﬂ”f(fscn.r} B sen x sen x

B ,Z(l+-::ﬂsx')}’[] _cosx) (14 cos x)(1—cos x) B 1—cos?x

2 ®e:Deriva las siguientes funciones implicitas.

l. coty=x—y

d d d
a(cot}')=au}——[}')

5 dy dy
— 80" Y—=— = ] —_——
dx dx
dy 5 dy
——escty—=1
dx “dx

dy
_-fl_ s 7 :]
csct y)

P D
dx  (1—csc’y) —(ese’y—1) —cot? y
ﬂ:—ta1|12'|.-'

% ;

187
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2. senx+tcosy=e¢e’

e d d .
—(sen x) +—~(cos y)=—{(¢%)

dx dx dx
dy dy
cos x+(—seny)— =¥ —
*dx dx
COs X —seny ﬁ:gﬁﬁ
2 dx
¥ dy
—f— —SBNy — = —CO0S X
dx © odx
dy (—e¥ —seny) =—cosx
dx i
dy  —cosx —COS X

dx —e*—seny —(e¥+seny)
dy  cosx
dx  e¥ —seny

3. Xy —senxy=xy

d d d
—(Iz_vl——fscn_wlz—uy3}

dx dx dx
dy d d d d
xzd—i + ya{xl}— cos {\-‘E[.{\-‘] = .TE(}J} +}JE(X)

dy d | d dy
2—= 4 2xy—cos xylx—(N+y—@)|=30> =+
* dx E r}xdr v }ﬁ'x“] i dx )

dy dy dv
_2_'+2 = LN, T | r:3 ~2_'+ 3
X XV —X COS Xy ¥ cos xy = 3xy b

dv dy dy

2 ) 2, v St 3 "

Xi—==——xcosxy——3xy' —=v+v cosxy—2xy
! ¥ Y - : ) 3
dy 5 2 3

——(x* —xcosxy—3xy*) =y +ycosxy—2xy

dy ¥y +ycosxy—2xy

dx  x*—xcosxy—3x*

3 ®e:-Aplicando la derivacidn logaritmica, determina la derivada para las siguientes [unciones.

SSCTE L

l. v=x
In y=In x*** —=sen ax In x

%(]n ¥)= %{scn ax Inx)

1 dy d d
e —Tg —(In x)+1In x—(se
5 Sen dx nx) nxﬂ{]r sen ax)

188
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]] d
— |+ In x cos ax—(ax)
X dx

+alnx cos ax

dr  x

dy [scn ax ]
—=Y +alnx cos ax

dx x

dy sen ax

— — ywnar +a Inxcosax
dx X

2. y=(cos 2x)’

Iny=(cos2x)* =x In cos 2x

i{'ln vlzf—'{u In cos2x)
: dx

dx

% % = x%(]n {cos 2x)) + In (coslr}%(x}

1 dy [ 1 ]a’

e - - 2x)+ In (cos 2x

5 A& X =TT {i]-_(cc-s )+ In (cos 2x)

1 dv x d

S (—sen 2x) —(2x)+ In (cos 2

y dxr coslx e dx AV hineasen)
I [ :

L E'-=—“xrﬂlﬁ-l-Inc::n:)52}r=—2)r tan 2x + In (cos 2x)

vy dx cos2x
dy

o = y(—2x tan 2x + In (cos 2x))

? = (cos 2x)*(In (cos 2x)—2x tan 2x)
dx

L]

Férmulas fundamentales para derivar funciones trigonométricas inversas

Teniendo presente el conceplo de funcion inversa, obtendremos las férmulas para las derivadas de
funciones trigonométricas inversas.

I. La derivada de la funcién arcoseno de una variable es igual al cociente de la derivada de fa funcion
dividida entre la raiz cuadrada de uno menos el cuadrado de la [uncién.

d

dx Formula fundamental de derivacion

d
— = (arcsen v) = N
dx I—p? nimero 23.

189
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Demostracién. Si y = arcsen v, es decir, v = sen y. Al derivar implicitameme con respecto a v,

resulta:

seny=v

d d
—(seny) —Etv}

dx

msvﬁzl
T dv
dy 1
dv  cosy
ﬁ_ 1

Sustituyendo la igualdad en la regla
de la cadena, se tiene:

dy

dr_cc-s_v dx

Mediante la identidad trigonométrica sen’ y + cos’ v = 1 y al despejar el coseno de la ecuacién

anterior se Liene:

cos” y=1—sen’y

cos y=+/1—sen?y

Al sustituir en la ecuacion de derivacion, resulta:

dy 1 dv

dx 1—sen? y dx

Como sen v = v, entonces al sustituir se tiene que:

dy

1 dv dx

dx 1 & 12

dv
L.C.D.D.

2. La derivada del arcocoseno de una funcion es igual a menos el cociente de la derivada de la funcién
dividida entre la raiz cuadrada de uno menos el cuadrado de la funcién.

d
E(arcco.s V)=—

http://bibliotechnia.com.mx/portal /visor/webl/visor.php
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Demostracién. Siy = arccos v, es decir, v = cos y. Al derivar implicitamente con respecto a v, resulta:

cos y=v

d d
— (cos V) =—(¥)
~(cos y dvh

‘d}-
—seny —=1
) S (T ] Sustituyendo la igualdad en la regla
dv. —seny seny de la cadena, se tiene:
dy_ 1 dv
dx sen y dx

Mediante la férmula trigonométrica sen’ v + cos’ v = | y al despejar a seno de la ecuacién anterior
se tiene:

sen’ y=1—cos?y

sen y=+/1—cos® y

Al sustituir en la ecuacion de derivacion, resulta:

dy 1 dy

Ez_,,l']—coszy dx

dv
. . dy 1 dv dx
Como cos y = v, entonces, al sustituir se tiene que: —=——— —=——5__ L.CD.D.
: dx J1—v2 dx A=l

3. Laderivada de la funcién arcolangente de una funcién es igual al cociente de la derivada de la [uncién
dividida entre uno, mis el cuadrado de la funcion.

Formula fundamental de derivacion
3 ntimero 25.

B&

%:(arclan V)=

+

v

Demostracién. Siy = arctan v, es decir, v = tan y. Al derivar implicitamente con respecto a v. resulta:

tany=v

d ; _i :
E(lan}-)—dvh)

sect }f—!‘f =1
Tdv
dy 1 Sustituyendo la igualdad en la regla
dv  sec?y de la cadena, se liene:

191
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Mediante la identidad trigonométrica, sec’y = 1 + tan’y como:

dy 1 v
dx  sec?ydx

al sustituir el valor del cuadrado de la secante en la ecuacion de derivacidn., resulta:

&y ___1 &
de  1+tan? ydx

Como tan v = ¢, entonces, al suslituir lenemos que:

dv

d__1 & & ;cpp
dv  1+v dx 14v

4. Laderivada del arcocotangente de una funcion es igual a menos el cociente de la derivada de la funcion
dividida entre uno, mis el cuadrado de la funcién.

dv
d 2k Formula fundamental de derivacién
—(arccol v) =——5=5 B
dr 14v° nimero 26.

Demostracién. Siy — arccot v, es decir, v = cot y. Al derivar implicilamente con respecto a v, resulta:
coty=v

ih:ont_ﬂ=£(1v}

dv v
d 1
—cse? y—-" =1
f‘i _ I o ! Sustituyendo la igualdad en la regla
dv —cscly csc? y de la cadena, se tiene:
dy 1 dv

dx sl y dx

Mediante identidad trigonométrica csc” y — 1 + cot’y, al sustituir en la ecuacién de derivacion resulta:

g, 1 &
dx  1+4cot’ydx

Como cot y = v, entonces, al sustituir se tiene que:

dv
9’_}: - 1 dv dr

=— —_——— L.C.D.D.
dx 14+vZ dx 1442

192
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5. Laderivada del arcosecante de una funcién es igual al cociente de la derivada de la funcién dividida entre
¢l producto de la funcién por la raiz cuadrada del cuadrado de la funcién, menos la unidad.

dv
d dx Férmula fundamental de derivacion
— = (arcsec v) =——— F
dx Sl 2 —1 nimero 27.

Demostracion. Siy = arcsec v, es decir, v sec y. Al derivar implicitamente con respecto a v. resulta:
SeC y=v
d dv
—(sec V) =—
dv dv

dy
secy tan y—=1

dv

dy 1 | Sustituyendo la igualdad en la regla
dv  secylany de la cadena, se tiene:

dy I d

dx  secy tany dx

Mediante la identidad trigonométrica tan” y = sec’ v — 1 y al despejar tan y se tiene:

tan’y = \fsec? y—1

Al sustituir en la ecuacion de derivacion, resulta:

dy 1 dv

dx  secyysec’y—1dx
Como sec y — v. entonces, al sustituir se tiene que:

dv
dy 1 dv i

— = — = L.C.D.D.
dy  vfvi—1dx  vJv2 -1

6. La derivada del arcocosecante de una funcion es igual a menos el cociente de la derivada de la funcion
dividida entre el producto de la funcién por la raiz cuadrada de la variable al cuadrado de la funcion menos
la unidad.

dv
dl: Formula fundamental de derivacion
& Ty | mimeno 28,
193
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Demostracién Si y = arcesc v, es decir, v = csc y. Al derivar implicitamente con respecto a v, resulta:

csC y=v
d dv
& ma=g

7

—cscycoty—=1
: “dv

dy _ 1 o 1 Sustituyendo la igualdad en la regla
dv  —csc yeoly csc y coly de la cadena, se liene:
dy 1 dv

dv csc ycolydx
Mediante identidades trigonométricas, como:
cot’ y=¢sc’y — 1y cot y=,Jesc? y— 1, al sustituir en la ecuacion de derivacion, resulta:

dy 1 dv

dx cse }fdcscz_v—la

Como csc y = v, entonces, al sustiluir tenemos que:

__v 1'2—IE=_L’J1’1—I

dv
ay L dx LCDD.
dx

EJEMPLOS
E{a‘y *l Deriva las siguientes [unciones trigopnomélricas inversas.
w0
I.  y=arcsen vax
d
—(ax)
d @
dy o d Ja dx(ﬁ} ax) *
Ex-:} :E;(arcscn ax):—- 2:~fl—ax
Ji-(ar)
a
2
vr: 2ax)? _ a
: Jl—ax 2JaxJ1—ax
L Y= %
7 2Jax—ax?

194
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2. _1r=ar4::ms.£
2 i(z) !
ﬂ:v’:—[mcgsi]:— dx 2 — 2’
dx 2 o 22
NOANE
2
1 1
fsccs, 2 —— xz
. 4—x? 4—x*
4 2z
y=— L
g 4—x?
3. y— arctan 2% a
- —(212) 22 21
ﬁ=1|J'=i{im::tfm2Jc‘11= s ;= 2
dv ° dx 1+(2x22  1+4x*
i 4x
T 14 4xt
4. _w:::m::(:ﬂliE
a i i
gz=v"=—[amccl£]=— dx 4= ar3
a i
|
. a - a’
ot x4 a2
2
1
5. y=arcsec — d _l]
x \
dx dx x 1 1Y !
B
1 1
o — x? o x°

710
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6. V= arccsc mx

d {mx)
ﬁ = 1-'F=£[arccsc mx)=— dx
3 dx

dx e (mx)? —1

R S
: it ym2x? —1

T. y==x3 an:lﬂnx—l—%ln (x? +1]—r]-.r2

1
3

dy - ﬂ'[]3 ] d{l ] d[] ,]
— Y — ] — i tan ; +———'[ 1+] e [ e S
e A | e o e
| d d 1 d 1
_1,":5 _r3£(arclanx}+arctan x—(x?) +ELI?+]}£(IZ+I)J—E{2IZ )
d
...... (x)
1] 5] dx ] 31 1 I 2. 2x
. +arctan x(3x* )|+ —|———— (222 H| - =X
LA il PR R 6|2 +1) 6
1| £ 2x X
]
== +3x arctan x|+ ————=
FSliez T TSR 3
3 =
! X a3 X X
L 4+ x2 l: i _
Y T30y T T 3@y 3
1r__,._.t3“+3'urlltl—I—xz)ar-::tan.lr-I—,r—x(]—I—_Jrzjl
- 3(1+-x2)
v;_}3/1‘3_1'2(1+IE-}al'Clﬂl'lI+,I,—,ﬂz—_,Xz_}_1'2” <7} arctan x

3(1+x7) Z (L+27)

v = x? arctan x

8. arccos (x'y) + 3x° + 5y = 2a

d d d d
— (arccos x?y) +—(Bx?) +—(5y)=—(2a
(arccos x~y) (3x°) a‘s;('vj -(2a)

d
—(x%y) )
B T S e .
1-(x%y)? | T dx
d d ]
2 —(M+y—(x2)
dy © " dx dy
. tex+10yE =0
= J1—=xty? g }Iil'
194
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’?—i—ﬁnf o

X

= fiex+10yE 0
z+iy=

J1-x%y?
—xZ%—Zg'+6.x\fi—+iUvd"m
fe
—x E-HO v I35 =20y — b Ty

j;(lﬁv-.;'l—x ¥y —x )=2x_'.'—6_r\|'1—x4}r3
dy  2xy—6x1—x*y*

dx 10y,/1—x*y? —x2

EJERCICIO 15

I. En tu cuaderno, contesta las siguientes preguntas y socializa tus respuestas.

o=l | Como se determina el valor del mimero e?

comespoadientes
G . 2. ;Cual es la base del logaritmo natural?
genéricas 3. Explica como se relacionan los logaritmos naturales y los comunes.
m 4. ;Por qué las [unciones logaritmicas y exponenciales son inversas?
: 5. Demuestra las formulas fundamentales de derivacion para:
E a) Funciones logaritmicas y exponenciales.
b) Funciones trigonométricas directas.
¢) Funciones trigonomélricas inversas.
Il. Determina el logaritmo natural de los siguientes nimeros.
‘ a 5 d)y 11 g 34 J) 385
. by 7 e) 18 hy 76 k) 694
c) 9 f 29 i 123 h 1956
E lll. Determina el logaritmo comdn de los siguientes nimeros.
: a) 48 d) 469 g) 7580
; by 92 e) 851 ) 13975
: c) 217 )y 1024 i) 68402
197
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IV. Encuentra la derivada para las siguientes funciones logaritmicas y exponenciales.

21

B8 s § W BB ® W RS W SR B WSS S B W SRS E S S WS EE S S S WSS B WSS S B WSS S WSS E SRR W WS WS WS WSS SR SN WSS W SRS WSS SRS EE e E N
—
[

E:

o]

y=In(22 +3x— 5)

S 4x
— 8 2+4x2
y =5

}-—26"2

y= ()

3 ]
a-—x-

v=In|,|——
* a* + x?

y=In (wfxz - Zx]
y=In G+
y= In® (x)

y=In("+3)

y = log 5x°

y=logy2—x

y=log ?x ]
x*—1

a
y=log—

X
v=logxyx—1
y=xlogx
v_e:'.tx
y=da

2
}’—Ej

EI
y=log—

X

http://bibliotechnia.com.mx/portal /visor/webl/visor.php

22.

24

25.

26.
27.
28.
29,
30.

32.

33.

34

35.

36.

37.
38.
39.

40.

41.

3l

__In{ax)

ax

,_el—l
T e 41

[e-‘+l]
y=In
) er —1

y:%ﬁ_ﬁ]

a
y = xe”
y=a®"
y=10"
y = log (1+e*)

7 —dz
y=2xe

-
y=In (ax\,faz —x* )

y= In (x%¢*)

2% 2x

£ —E&

}._sz—i-f.’ 2x

-

}-zgvr.t In ‘J;
y= 10" log £*
v = (ae)™
y=13%
N | :

|2

N N

X
198

42.

48.

49,

50.

51,

n
L

36.

57.
58.

5%

v Inva® —x2
x
y=n+e' +1
y=(Inx)
y=(eH"*

y=,/logx

v=10e" log x

a-+ bx
y=In
- x—bx
a—2x
}'=In[
atx

y=(14+)Ins

y=In (x+\;"]—12)

y=¢"In(e)

I 2—3x
Yy=10
: 8 2+ 3x

ln(ﬂ'a+bx}
V=—F7—
) a—bx
y=10"
}J_(e--l_i_f.t}z

I

¥=r =
y—]nz(xq}
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V. Aplicando la derivacion logaritmica, encuentra la derivada de las siguientes funciones y com-
prueba los resultados por medio de la derivacion por formula directa.

VI

1. 1.r=|n|"2":+3
. X

x> 4-a?

xX+a

2. y=log

3. y=ln(*+2)

4. yv= l{.Jr]EZ

o | B

5 y=)
6. y= xla + bx)’
?. }:_{'i_xl}ﬂd.r"ﬂ}
8 y=da"

|
|

L

y_z.::
y=Inxy1+4x?
y=In (\,"Z—Jtl)

=g 1—x?
y=log—
- (x—1(x—-2)
TN -3x—4
 (x+3x+4)

Vy=- p
T (x+Dx+2)

15.

l6.

17

18.

Derivacion de funciones

y=x"
y=(1—4x)5 <

x4+1—x2
—

_ ya + bx

y=In

xar—x?
¥= =
at +x?
X9+ x2
y=3
20—3x

Encuentra |a derivada para las siquientes funciones trigonométricas directas.

. y=sen1+x?

2. y=cosax
3. y=tanva?—x*
4, y=cot'x

x
5. y=asec—
: a

6. v=+lcscax

7. y=3sen2x

10. y=x/csc2x

Il: y=

i2. y=2xtan2x

13. . lan ax

http://bibliotechnia.com.mx/portal /visor/webl/visor.php

14.

15.

16.
17.
18.

19.

20.

21.

22

24,

25,

2 2
v=2x cosx

[]+3cn 21]
y=In|——
- 1—sen 2x

¥ = sen 5x cos 3x
y=In {\f'scc 41}

2
y=¢" cos2x

II_
y=e"'senyx

X
y = Incot—
- a

l
y= Ecm-*_r —col x+x

l—senx
'u.]]—l-scnx

y = ax — cos bx

y=In

y= xcosx
) 2
sen 2x
}?:
cos3x
199

26.
2
28.
29.
30.

37.

y=10"senx

y=csc’ 2x

¥ = e‘(sen 2x + cos 2x)
y = tan’ (¢*)

y = In col ax

_scnlr
4

y—=xlanx

 I+senx
; l—senx

. f[—i—lan.r
“  Nl—tanx

1+ cosx

cos2x

B =4+Scn2x

y = cos (Inx?)

1/10



14/2/2017

3 UniDAD

Bibliotechnia -

CAICIO DEFERENCIAL

38. y:acosﬁ
39. y=csc2xcot 2x

40. y=lnsec’3x

tan? ax

£ geata i
T a4 x?

| y— ==
2. y=(senax)
3. y=(tan x)¢"

4. y=(senx)™™

 secaxy/1—cot® ax

5 ¥

csc” ax

2. y=13 zu'i::v::-:)s£
) 4

3. y=xarclanx

3. y— larccoilﬁ]
T oa 2

1. ¥y =xarccos ax

9. vy = arcsen (cos 2x)

B8 @ @ 8 B B § 8 8 & B 8 8 B B B 8 8 8 8 @ 8 B 8 8 & 8 8 8 B 8 B 6 8 B 8 8 8 8 B BB § B B B B § B BB S W BB B S BB ® S E S E S S S S S S S S S B WS B WSS E s e e e s s e e e s e E
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1. y=arcsen (ax* + bx + ¢)

4. y=arctan 2x + arccot 2x

8. y=arcsec /4 +x?

10. y=4 ﬂ.l‘(:SCl‘I;;-— + xj4 + x2

42

43.

44

45.

6.

10.

y=dcscax

y =sec’ 2x
y =1+ sec? ax
y=csc’ 2x

tan?2x

= ———
T J14sec?2x

i
l 1 }E
_\,‘:
CSCX
y = (tan 2x)*

y = (In ax)™™

¥y = (sen _'c]'I

11.
12.
13.

4.

15.

16.

I'L

200

46. y=x2 scnl
: x

47. y=tan(x+ 35
48, y— x'sen4x

49. y=sen’ (a+ bx)

VII. Aplicando la derivacion logaritmica, encuentra |a derivada de las siguientes funciones y comprueba
los resultados por medio de la derivacion por formula directa.

1. y=(cot x)*
12. y=(cos x}‘z

13. y=(Insenx)”

14. y—=(Incos ax)s s

Lin i f

15, y=(tanax)

16 y= Jl—msx
X+ CosX

VIIl. Encuentra la derivada para las siguientes funciones trigonométricas inversas.

y=xarccos x + 1—x?

y=x arccsc ax + v/a? — x?

y = xarccol x + In (1.“—_1'2)

y=xva?—x? + a?arccos =
a

x2—ag? 1
V= +—arcsec—
x2 a a
X x2—4
y = —arccsc— -+
)
2 x?
x—2 -~
y =4 arcsen 3 +ilx—2Wdx —x-
arccot 2x
y=——+2ax—x?
x
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. ) 27. v=arcsen (e )
¢ 19. v= Jx EI.BCGD1£ + e ’
. : 4 5
5 28. y= In{arcseny/x)
3 2ax .
E 20. y = arccos 2ax + T agis 29. y — (arctan 2x)’
. 1 1 +_::} arctan x 30, % N i
: 2. y=—In + M y="uf2—x? 4 arcsen—
- ¥4 []—x 2 2 V2
: %5 v__r\l’l—xl_i_ﬂrcsen_r 31. y=+3x2—1—arctan /3x? -1
: =T 3 2
: 1 32. y=arccsc Jx

23. y=xarclan 5x — Eln(l +25x%)

| 33y X arcsec 3x

24, y=g"=" el

25. y=x arctan 2x 34, v = sen @x arcsen gx

26. y= ]

arcsen 2x

IX. Encuentra la derivada para las siguientes funciones implicitas.

L

I

9.
10.

O Verifica tus resultades en la seccion de respuestas.

arccos 2x — & + 2y
x'seny+ 3x’ = arctan y

In (sen 3x)° = &* 4 arccol y
arccos (x + y) = arcsen xy

Sx+3v=2senx+4cosy

scn|£]+ COS [5] =0
¥ y

X sen y + x = arctan y
e
— =xln(xy) —a
} ;
3’ —cos 2xy =0

cltanxy—e€cotx =10
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201

11.

cos(x + y) = ln.(,,lbr2 +y? ) —6

arcsec X'y + a(x’ +y) = b
¢ seny + In(xy) = xy

Incos (x —y) =xy

3‘
Xcosy—ye= ﬂrcscn—-}
X

xcos y=sen(x+ y)

cos 2y — tan 3x

rseny+ 2rcosy —2seny—x
cos 2y —cos(x +y) = a

350c22_‘,=_b
2 sen 3x
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Derivadas sucesivas

Se ha establecido que la derivada de una funcién es también una funcién y que puede ser a su vez deriva-
da, si de la misma manera se contimia con el proceso tenemos que la derivada de la primera derivada se
deneminara segunda derivada de la funcion original. la derivada de la segunda derivada se llamard a su vez
tercera derivada y, asi sucesivamente, hasta la enésima derivada, el proceso anterior se denomina derivacion
sucesiva de una funcion y las derivadas que se obtienen son derivadas de orden superior de una funcion.

Eiemplo

Siy= x* + 51, entonces:

V=40 + 10x 1 Primera derivada
Y =122+ 10 } Segunda derivada
¥ =24x 1 Tercera derivada
¥ =24 } Cuarta derivada
y'=0 } Quinta derivada

Notacién para las derivadas sucesivas

Por lo general, la simbologia que se emplea para indicar las derivadas sucesivas de una funcion es:

ﬂ =gl f (x) ’ Primera derivada
gy :
4y _ o = f(x) } Segunda derivada
dx?
3
ﬂ y¥ = I M(x) } Tercera derivada
dx?
[ b AP , P
—= =y = fW(x) Cuarta derivada
dt -
d’y — (51— F0)( iata derivad
E__v = N (x) Quinta derivada
j Y _ Y™ = f=(x) I Enésima derivada
2 .

202
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E“.!EMPI.OS

O e .

_ﬂ-’,‘K *.-*Encucntra la tercera derivada de la funcién y — 4x° — 6x° + 8.

348 -

it 7" Al derivar se tiene:
ey 7 d d d .
— =y =4—(x)-6—(x})+—(8
5 dr(x) dxuj dx.“

¥ =4G* ) —6(2x2 ")
y'=12x? —12x } Primera derivada

d d
P =122 (x)— 12 (x)
e

¥ =12Q2x ) —12
y=24x—12 } Segunda derivada

d d
P~ (12
¥ (x) drl )

y=24 } Tercera derivada

2 es-Encuentra la segunda derivada de la funcion s = 1+ 2.

Al derivar se tiene:

4 a+2
EZHZ% o) = Z 1

Primera derivada

|=
4t 22 Zdae VT
d
—(14-21)
5”22‘_[ ' ]:_ TR e,
de{ 1+ 21 (Jir2r) et L
3"':—“ lj Z P == ! 3 Segunda derivada
P zavar| g
.
3 ®e:-Encuentra la segunda derivada de la funcién y= :
a—x

Al derivar se tiene:

¥

dx }=E a—x

: d. 33 3_ 2 d
d}r= i m]__rz] lﬂ_x];ix;(m —x°)—(ax’ —x }dr-{a—x)

(a—x)?

P (a—x)(3ax? —2x)— (ax® —x2)—1) - 3alx? —2ax —3ax® +2x2 4 ax® —x?
n (a—x2) - (a—x)?
;  3alx? —2ax—2ac® 4+ x2

Y=
1—!’ : (-‘J—I}l

} Primera derivada

203
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}:

d |3a2x? —2ax —2ax? + x2

dx (a—x)?

(a—x)? :;; (Ga?x? —2ax —2ax’ 4+ x3) —(3a?x? —2ax —2ax® + .rz}: (a—x)?
x

[I,’-::—_::}l],l

(a— x) (6ax —2a — 6ax? + 2x) — Ba®x? — 2ax — 2ax? + x2(2a—x)* ! % (a—x)
dx

(a? —2ax + x2)ba’x — 2a —6ax® + 2x)— (3a’x? — 2ax — 2ax® + xH)(2Na—x)N—1)

(a—x)*

Al efectuar las operaciones indicadas resulta:

o 6aty —2a® —12a°x? + 2a%x + 8ax° + dax?

(a—x)*

(a—x)*

Segunda derivada

4 ee-Encuentra la tercera derivada de la funcién x* + y* = .

Al derivar se tiene:

el

-d—lfxz)—i-i{}«l =-£-[r2}
dx
dy
) +21._|_‘—0
" dx
Zvd—y——Zx
T dx
dy —2x X ; :
ot o i SR Primera derivada
dx 2 ¥
d d dy
ey dfx) PO g0
dxl dx v }r? }r1
2 v) 2
d""‘:— b4 — }! S }‘
dx? ¥ y? ¥
2 2 ) 2
4y Y4z T Segunda derivada
dxl \'1 }n—‘

]= ) y3:x(}'2+x?}—(y2+xzid‘i(_v3)

,:yil}l

d}..'. }3(2:;;-:—_’_2]:]_3}1::(}-2 +I'_"}
& o
204
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Derivacion de funciones

dy dy dy
24_—_;’_ .3_3,4 321_
By |t Y
dx"‘_ ‘l-‘ﬁ
dv dv dy
I o’ S o . e % S A e | 2.2
ﬂz_?l_v ¥ 3-r}dr=_2i) dxi} +3x°y)
d’ ¥ b
dy  3x°43%y 3x¥(y* +x7) _ 3xr?

s SRS B =— Tercera derivada
dx’ ¥ y ¥ ]

5 ®e:Encuentra la segunda derivada de la [uncion y= xv/1—x2.

Al derivar se tiene:

_-'" (x-...fl—r ]_x—(vrl x*)+-f] — —(x‘,l

2 (1-x2) -
}'":I_Lix—‘l—l_'_”ll_xz:‘r | +|I'l__1-2
21—x2) 2 Z(—x?)
S —x? N 1= —?{l—x?) —x®41—a?
J1=3* 1 Jl— 2 J1—
a2
Y= l] 2I1 } Primera derivada
—Xx
T 290 22 -204 (Vi—?)
}n=i[]_2x2]= dx T dx )
F]
S (1)
4y
JT—xZ (—4x) —(1—2x2) 4% 5 —Ax1—x2 —(1—-2x2) —2x ;
L A1—x2) 2 o Z(1—x2)2
' (1—x%) (1-
N ) +x{1— 2x2)  —Ax(1—x2 ;I—l-i'lfl—llz;l
' — J1—x2 _ &l ==
) (1—x%) H—I)
_F,,_—4_r+4x]—|—.r—2x3_213 +3x
[ R 3 == E] . 5
(1—x2)2 (1—x2)2 Segunda derivada
205
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6 ®s:-Encuentra la segunda derivada de la funcion y = ¢ sen x.

Al derivar se tiene:

%: j.*’: %(6’ sen x) = e'x%(s.cn X)+sen x%{e*}

_',r* = e* CcoSX +e* senx = e(sen x + ¢cos x) } Primera derivada

¢ x
}-'":—,g,-',«'scﬁ’f—i—e”cm X+ e*cos x—l—;seﬂf

v =2e*cos x } Segunda derivada

}r" =%{e‘ cos x}—l—%{e" senx)=e°* %[cos X)+cos _rdi[c")—l—c"%{scn X)+sen I%{EI]

7 ®e-Encuentra la tercera derivada de la [uncitn y = In cos 2x.

Al derivar se tiene:

ﬂ — :i(ln cos 2x) = ! i(IL:n:n-; 2x)
de - dx cos dx
R
¥ = : {—sen Zx]-it’lr} =M =—2tan 2x } Primera derivada
. cos 2x dx cos2x

V= %— (2 tan 2x) = —2sec? Zr%(ij =—4sec?2x } Segunda derivada

Y= %[—4(300 21]3] = —4(2)sec2x)*! % (sec2x)
y" = —8 sec 2x(sec 2x tan 21]%(21}
dx

_v’" ——16sec? 2x tan 2x } Tercera derivada

1+x

8 ee:Encuentra la segunda derivada de la funcién y= an’:lan{ :
=X

Al derivar se tiene:

i{l-l—.r
%:};zimm 1+x _ drll_x)
—x H_[l—i—_r]
I—x
d d
| —x)—(1 —(1 —{1—
( r)dxf—kxj (+x)dx( x)
(1—x)?
=
& (1+x)2
1+ 3
(1—x)?

206
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(I—x)D—(1+x)—(—1D

" Q="

1—X+1+ 4 2

(1—x)2 +(1+x)?

Tl Zxi 21+ dxix? 24208

. Z

1

Y = Fi+x) A+

’ Primera derivada

L aty=— 2%

.n_i{ I
Y =&l

|
+.¥1]_ (+x2)2 dx

— Segunda derivada
(14 x2)2

EJERCICIO 16

-
-
-
-

sus resultados.

Escribe los mimers
correspondisntes l v—2+x
Cnm;:lak:mlm : '_2—x
genéricas
Competencias .2 p— 4 z
disciplinares y Lo
5%
3. y=
T 24x
4. y= 2
Wr+1
5. y=dax

6. 3X+2bxy+ 57 =a
7. ¥ +2dy =b"
8. y:xﬂ
P +4xy =32

10. 2+2y+y +5=0

I. En equipo, encuentren la segunda derivada para las siguientes funciones y en plenaria discutan

11. y=34—x2
12. }'_cos(i—f)
13. y=+sen2x

4. yv= sen” (2x — 3)

15. y=4cos—x
’ 2

Y
16. y=9sec—
b 504:3

17. v =log3x’
18. y=In{x+3)
19. y—¢*

20. y=xda

Il. Encuentra la tercera derivada para las siguientes funciones.

T T O I I I R R A B Y

l. y=+va—bx
_a
Cx+b

3 11;:1|.'-‘—E

. X

http://bibliotechnia.com.mx/portal /visor/webl/visor.php

4. y=xva®—x?
5. Y —4xy=16

6. X —3axy+y =¥

7. y=Ya—bx
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: 1 15. y=arcsen e’

: B y= .

x == |

: ) 16. y=log [—]

; 9. y=x —4x+ 8 X

: 10, y=3F 4201 17. y—x—logx
1. y=¢ln@ 18. y=xIn(x)
12. y=e¢ “senax 19. y=axX +bxtec

13. y=In (JT—x7) 20. y=-3)

lll. Encuentra la cuarta derivada para las siguientes funciones.

. y=5"+3"—=x
2. y=+36—x7

3. y=arclan \f’;

4 yv= &

5. y=¢"cos3x

Q Verifica tus resultadoz en laceccion derespuestas. « + s s s s s s s s s s s s s s s s 06205550 - =

208
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Encuentra la derivada de las siguientes funciones y determina el valor de y para el valor dado

de la variable.

2x+3
I}

1
]S cuando x = 9.

b) y=3x2— cuando _r=—%.

A=

¢) v=03*)2u*+9 cuandov = 2.

Resuelve las siguientes derivadas de funciones compuestas aplicando la regla de la cadena.

ik donde r,.':L
d+u 1—-x

a) y=

P —ub
b) y:m donde u=+x+4

dy g =y R T
Encuentra a para las siguientes [unciones implicitas.

a) Tx*+8,/xy—12)?

€) 2ylx=\x2+9y2 +7

209
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4. Encuentra — para las siguientes funciones logaritmicas y exponenciales.

. Inl5x
: 713

a)

¢} y=log(e® +6x+3)

5. Resuelve las siguientes derivadas de funciones trigonométricas.

3senSx
a y=

cos Sx

Ny 3sec10x1—cot?10x

cse? 10x

6. Encuentra la tercera derivada de las siguientes funciones.

a) y=¢% cos 15x

b) y=>3Sarctan/100x

210
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Evaluacién diagnéstica

1. ;Cuidndo decimos que tenemos un maximo relative de una funcion? ;Y un minimo relativo?

2. Determina los puntos de inflexion para las siguientes funciones. Traza sus grificas corres-
pondientes.

a y=x'—2x*-8

b y=x>-3x24+Tx+1

3. Menciona dos aplicaciones del uso de derivadas.

4. Indica si las siguientes aseveraciones son falsas (F) o verdaderas (V)

a) La diferencial de una funcién es igual al producto de su derivada por

el incremento de la variable independicnte. {17

b) % Ay Es una forma de expresar una diferencial. { )

¢) diev)=vdc {0y

d) dy == Ay si el incremento de la variable independiente dx es muy pequeiio. ()
212
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Andlisis de funciones

Propésito de la unidad

Que ¢l estudiante:

Conozca y utilice las aplicaciones geoméltricas de
la derivada.

Identifique, mediante su gridfica, el cardcter cre-
ciente y decreciente de una funcidn.

Conozea el criterio para indicar el cardcter cre-
ciente o decreciente de una [uncidn.

Identifique y aplique los métodos para determinar
los maximos y minimos de una [uncion.
Identifique los puntos de inflexién en una grifica.
Conozca los criterios para la concavidad de una
curva.

Aplique las reglas para encontrar los puntos de
inflexion y el sentido de concavidad de una curva.
Calcule el valor de las diferentes formas indeter-
minadas del cilculo infinitesimal.

Conozca la definicion de diferencial y la interpre-
te geométricamente.

Conozca y aplique las diversas [Grmulas fundamen-
tales para determinar las diferencias de funciones.

Contenidos que aborda la unidad

Competencias disciplinares

(%

[

Construye e interpreta modelos deterministas
mediante la aplicacién de problemas algebraicos
y geomélricos para la comprension y andlisis de
situaciones reales o formales.

Propone, formula, definc y resuelve diferentes
tipos de problemas matematicos, aplicando dife-
rentes enfoques.

Propone explicaciones de los resultados oblenidos
mediante procedimientos matematicos y los con-
trasta con modelos establecidos con situaciones
reales.

Argumenta la solucion obtenida de un problema,
con mélodos numéricos, grificos y analiticos,
mediante lenguaje verbal y matematico.

Analiza las relaciones entre dos o mds variables
de un proceso social o natural para determinar o
estimar su comportamiento.

Interpreta tablas, graficos, mapas, textos con sim-
bolos matematicos y cientificos.

Contenidos . o

concepluales

'‘Conlenidos .
actitudinales *

Contenidos
procedimeniales

= Diferenciales.

Aplicaciones geométricas de la derivada.

» Caracter creciente y decreciente de una funcion.

» Maximo y minimo de una funcién (primer método).

» Puntos de inflexién y sentido de la concavidad de una curva.

»  Maiximo y minimo de una funcién (segundo método).

* Velocidad y aceleracién en un movimiento rectilineo.

* Problemas de optimizacion sobre midximos y minimos, areas y volimenes.
» Formas indeterminadas del calculo infinitesimal.

= Identificara la diferencial.

» Notard las diferencias entre maximos y minimos en una funcién.
» Identificard y determinara los puntos de inflexion en las funciones.
* Resolverd y argumentard problemas relacionados con la aplicacion practica de las derivadas.

» Resolverd problemas aplicando la definicién de diferencial.

http://bibliotechnia.com.mx/portal /visor/webl/visor.php
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Expresard ideas al analizar diferentes tipos de funciones.

Colaborard con sus compaiieros al reselver problemas.

» Aprendera a valorar el trabajo de sus compaieros al resolver problemas.

» Conlribuird con ideas de manera critica y acciones responsables a la hora de trabajar en equipo.

5/10



14/2/2017 Bibliotechnia -

4 UNDAD

CAICIO DEFERENCIAL

Aplicaciones geoméiricas de la derivada

El principio fundamental que reglamenta las aplicaciones del cilculo diferencial a la gcometria dice el
valor de la derivada en cualquier punto de una curva es igual a la pendiente de la tangente a la curva
en aquel punto.

Direccién de una curva

Si # es el dngulo de inclinacidon de la tangente y por definicion m = tan @, entonces la direccidn de una
curva cn cualquier punto se define como:

ﬂ =tan &8 =men P(x,y)
o ]

Si la direccién de la curva es paralela al eje de las x. la tangente es horizontal y el dngulo de inclinacion

{! = ()", entonces E‘- = tan #° = 0.
dx

Si la direccion de la curva es perpendicular al eje de las x, la langente es vertical y el angulo de incli-

ﬂ'}.

nacion ## = 90°, entonces — = tan 90° = oo (se dice que la tangente del dngulo no estd definida, o bien,

que la tangente se hace infinita).

Los puntos B, Dy F en la figura representan tangenies horizontales, mientras que los puntos A, C, E
y G representan langentes verticales.

El angulo que existe entre dos curvas que se intersectan en un punto comiin es el que se forma por las
tangentes en dicho punto: para encontrar los dngulos de interseccidn entre dos curvas se emplea la formula

m, —m
g ——2—1
]+.-'11-t|m2

Si tan ¢ = 0, el dngulo de interseccidn es f.
Si tan # < 0, el dngulo de interseccion es 1807 — .

214
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E“.!EMPI.OS

a I \.d 1l

E‘,}}' *'*Dada lacurvay = x° — 24" + 3, determina:
i%- 4 a) La inclinacién de ¢ cuando x = 1.

b) El angulo @ cuando x = 3.
¢) Los puntos donde la direccién de la curva es paralela al eje x.
d) Los puntos donde # — 457,

¢) Los puntos donde la direccion de la curva es paralela a la recta 3x — 4y = 8.
Solucién
Cuando x = 1, tenemos:

m = 3(1)* —4(1)

/ m=—1

a)

La inclinacion de # cuando

fl = arctan m x=1esde 135°.

f = arctan (—1)
# =135°

b) Si  m=3x*—4x cuando x = 3, lenemos:

m=73(3)7—4(3

m=27—12 La inclinacion de #
m=15 cuando x = 3 es de
3 86°11'09".
= arctan m
@ = arctan (15)
.. 0=286°1109"

¢) Si la direccién de la curva es paralela al eje x. entonces ! = 07, es decir, % = (), por lo tanto:
ﬂ=3Jr1-—n‘-l_vc 3x—4=0
dx
3x2 —4x=0 Jr=4
(3x—4)=0 x2=%
x=0

215
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; 4 ;
Cuando x = 0, se tiene: Cuando x = re se tiene
y=x—2x2+3 y=x3—2x2 43
J — & gt E % 3
y=(0) —2(0)* +3 (47 242 5
»=3 -"_E B +
s 2,
27 9
. 64+ 9614 81
) 27
49
V, =—
s |
o " 4 49
Los puntos donde la direccién de la curva es paralela al eje x son F(0,3) y P, 397 )
d) Sif#=45", la tan 45° =1, enlonces % = 1; por tanto, tenemos:
= 3x —4x
dx
3x2 —4x=1
3x —4x—1=0 } Porlaférmula general para ecuaciones cuadriticas se tiene:
. 4+y16—-403)—1) 4+Jl6+12 44529
B 6 B 6 6
x, =238 58 . MY
6 “
Cuando x = 1.548, se licne: Cuando x =—0.215, obtenemos:
y=x—2x>+3 y=x'—2x*+3
y=1(1.548)° —2(1.548)* +3 y={(—0.2159 —2(—0.215 +3
y=3.709—-4.792 y=—0.009938 — 0.09245+ 3
y, =1917 ¥, =2.897
Los puntos donde la direccion de la curva tiene un dangulo # = 457 son ﬂ(].ﬁfi&l.@l?} y
P,(—0.215,2.897).
e) Si la direccion de la curva es paralela a la recta 3x — 4y — B, se tiene que:
A 3 3
= o
B -4 4
216
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dy 3 2o : i
E“ == 7 al sustituir en la derivada de la funcién tlenemos que:
o 3x2—4x
dx
3
3x2—Ax==
4

1952 —16x—3—0 l Por la‘ I"f'mnu]ﬂ g'{:ncm] para ecuaciones
cuadriticas, se liene:

L 162256 4(12)(3) _16+/256 1144 _ 16420

24 24 24
t_lﬁ—i—.’lﬁ_ﬁ_é I_lﬁ—ED_—_-ﬂl__l
T4 242 P 4 M 6
3 l :
Cuando x ==, oblenemos: Cuando x = —g, s¢ Lliene:
y=x'—2x243 y=x>—2x243
37 32 7 G
== =2|=| +3 p=——| =2]—=] +3
) [2] [2} Y [e] [.f.]4
27 18 1 2
r=———+43 e St o B 1 |
Y=7% 4 Y="316 36
v_2?—36+24 v—_]_12+648
d 8 ’ 216
5 15 635
T — }:-—r
B 216

Los puntos donde la direccion de la curva es paralela a la recta 3x — 4y = 8 son

3 15 1 635
s 22}

Pl=.—= et JET
2 8 6 216

Para realizar la gréfica correspondiente de y — x* — 2’ + 3, se liene que:

¥
~ =N = =4 Bl - B ‘
,

' 42 —13 O 3 2 3 12

a) La inclinacion de # cuando N
n %
x=1esde 135" G

P12,
\.‘_-.

217
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b)yc)

Los puntos donde la

direccion de la curva

es paralela al eje x son
= -19}’

P.(03 P1[—.—r-
03y Py 377

tan horizontal ——

P(3,12)

|
| La inclinacién de @ cuando
x=3esde 86°11'007.

tan horizontal

o4 49
3371/ 6 = 86°11'09"
I X

d)ye)

G,

P(02152,897)

Los puntos donde la direceidn
de la curva tiene un éngulo
= 45" son P\(1.54.191) y
P{—0212.89).

218
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3x—4y=1=8son PL[

[ 1 I‘ﬁﬁ]
L e'216)

3 15

¥

8

Los puntos donde la direccion
de la curva es paralela a la recta

] Y
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2 e®e-Encucntra el dngulo de interseccion de las circunferencias.
L+y —Br—2y=—17 (1) X+y -3x—Ty=—12 (2)
Solucion

Resolviendo el sistema de las ecuaciones dadas, tenemos:

X+ —8x, —2y=—T (1)
A7 — Y +3x4+Ty=12 (2)

—S5x+4+5y=35
Sy=35+5x
v_,ﬁ’(l+x}

g

Al suslituir en cualquiera de las ecuaciones dadas resulta:
3 y=1+=x

240+ —8x-204+x0=-7
241+ a2 —BX 226 =7

212 —8x—=-6

2x*—8x+6=0 } Al resolver por factorizacion obtenemos:
(2x—2) (x—3)=0
2x—2=0 x—3=10

2x =2 12=3

x, =1
Sustituyendo en la ecuaidon 3 resulta:
2
=3 Parax =1 Parax=3
x,=1 y=14+1=2 y,=1+3=4

Los puntos de interseccién son F,(1,2) y P,(3.4).

Derivando las ecuaciones dadas para oblener las pendientes de las curvas:

_]:2 +}|3_8x_2}|=_? {1] j1+}'2 — 3}:—?\3:—[2 (2]
2x+2}'ﬁ—8—2ﬁ=0 2x+2}r§—3—?£§=0
dx dx dx dx
E'3(21.:—31)=8—2.:c ﬁ[b;—?]:_i—z_r
dx -~ dy -
dy 8-12x c:"_',-'_3—2x_m
dx  2y-2 dx 2y-7 °
ﬁ_ét—x_m
— dax y—1 '
219
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Para P (1.2) resulta:
41 3-2)y 3-2 |
| 2AN—7 4-17 -3
Para P(3,4) lenemos:
4-3 1 3-23 3—-6 3
m=—=x = =——=—=-3
4-1 3 2(4)—-7 8-T7 1
El angulo de interseccion en P (1.2) es:
1, 195 -0
tan =2 _ 3 =3 = ; =0

1+m'm3_1 %[_lJ_ ]_E
+(3) 3 3
f = arctan oo
g =90°

El dngulo de interseccion en P,(3.4) es:

I : LI N—

]+m|+m2 ]+[l](‘:§} [_E

# = arclan co
f=90°
Para graficar se tiene que:

Py —8—2y=—7 (1)

x 0 1 2 3 4 5 6 7
_ +34 44  +41 44 434
¥ ! O i B oy RS g4 E

PH+y—3x—-Ty=—12 (2)

x 0 1 2 3

+4 5 45 14
+3 2 12 3

g

220
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Longitudes de tangente normal, subtangente y subnormal

En la siguiente figura se observa que la longitud del segmento que [orma parte de la tangente comprendido
entre el punto P, y el eje x se define como la longitud de la tangente (TP,): su proyeccion sobre ¢l eje
de las x se define como la longitud de la subtangente (TM).

También se observa que la longitud del segmento que forma parte de la normal que esta comprendido
entre el punto de tangencia (P,) y el eje x, se define como la longitud de la normal (P, N): su proyeccion
sobre el eje de las x se define como la longitud de la subnormal (MN).

En el tridngulo TP M, sea la hipotenusa (TP,) la longitud de la tangente; por el leorema de Pitdgoras

resulta:
TP, = J(TM)* +(MPR,) } Longitud de la tangente.

MP,
Sitan =—L=m,
™
MF,
™ =—2L i MEF, = y,, entonces se liene que:
m
i

™ =L

my

La longitud de la subtangente es A
m
1

En el triangulo MP N, sea la hipotenusa (P N) la longitud de la normal: por el teorema de Pitdgoras

oblencmos:

PN =,/(MN)* +(MP,)* } Longitud de la normal.

Sitan 00 = —— = m
1
MN = ml(Mﬂ ), si MF: =¥, entonces se ticne que:

MN = m,y,

La longitud de la subnormal es m,y,.

221
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Si la subtangente se extiende a la derecha de T se considera positiva; si se extiende a la izquierda de T
se considera negativa.
Si la subnormal se extiende a la derecha de M se considera posiliva; si se extiende a la izquierda de M

se considera negativa.

EJEMPI.OS
%@"}ZW"WO*Encucnl.m las ecuaciones de la tangente y la normal; las longitudes de la tangente, subtangente, normal y la
_E; _,b\ subnormal para la curva xy + y* + 2 = O en el punto P(3,-2).
[ X
Solucion
Derivando xy + y* + 2 — 0, se obtiene la pendiente de la curva.
dy d dy d ..
—+y—@X)+2y—+—2)=0
o gt )
dy
——(x+2y)=—y
dx ] ]
_‘f}’, S | En el punto P(3,—-2), tenemos:
dx x+2y
dy —2 -2 —2 5
—_—— = — =——=—‘_‘=.ﬂ"ll
dx 34+2(-2) 3—4 —1
Ecuacién de la tangente: Ecuacién de la normal:
y+2=—2x—-3) m,
y+2=-2x+6 y4+2——L(x=3)
2x+y—4=0 B
i 2y+4=x-3
x—2y-7=0
Al realizar la grifica de la curva, se tiene que:
! T _ Longitud de la subtangente (TM')
'\‘ = -r
i =
iy | N W
m 2
Longitud de la subnormal (MN)
MN =my, =(-2X-2)=4
Si(TM) =1, (MN) =4y (MP,) =y, = —2, tlenemos:
|
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Longitud de la tangente (TP)) Longitud de la normal (P N)
TP = \(TM)* + (MR, )? PN = J(MNY +(MP?
TP, = JO2 + (27 PN =@y +(2¢
TP, =+/5=2.236 PN =20 = 4.472
EJERCICIO 17
. |. Resuelve los siguientes problemas sabre |a direccién de una curva y en plenaria discute tus resul-
s tados.
et et |, Dada la curva 4x* — 9y* — 36 — 0, determina:
m a) Lainclinacién de # cuando x — 32.
m b) El dngulo # cuando x = 345,
. ¢) Los puntos donde la direccion de la curva es perpendicular al eje x.
E 2. Dadalacurvay= X + x> —9x — 9, encuentra:
E ¢) La inclinacion de ¢ cuando x — 2.
b) El dngulo # cuando x — —2.
: c) Los puntos donde la direccion de la curva es paralela al eje x.
) Los puntos donde ¢ = 45°.
E ¢) Los puntos donde la direccion de la curva es paralela a la recta 4x — 3y + 13 = (.
E 3. Dada lacurvax’ — x — y = 0, encuentra:
a) La inclinacion de @ cuando x = 2.
b)  Los puntos donde { = 60°.
E ¢) Laecuacién de la tangente y la normal en el punto P, (—2.—6).
E 4. Dada la curva x* — _'_.'3 — (), determina:
E a) La inclinacion de ¢ cuando x — 8.
E b) El angulo # cuando x = —1.
c) Los puntos donde # = 1207
E d) Los puntos donde la direccién de la curva es paralela alarecta4x — Sy + 17 = 0.
E 5. Dadalacurva x" + 4x + 3y + 1 = 0, encuentra:
E ¢) La inclinacion de f cuando x = —1.
k) El dngulo # cuando x — —3.
¢) Los puntos donde la direccion de la curva es paralela al eje x.
E d) Los puntos donde ¢ = 135"
¢) Los puntos donde la direccion de la curva es paralela a larecta x — 6y + 19 = 0.

223
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ll. Determina el angulo de interseccian entre las siguientes curvas.
. ¥+y —2x—2y=Mon2 —6x+y =0
2. ¥ —4x—4y+16=0conx+y —4y=0
3. & —y=0con3x’+4°—12=0
4
5

R I )

9x* —4y* — 36 —0con 16y° —x =0
x—y'+9=0con3x—2y=0

lll. Encuentra las ecuaciones de la tangente y la normal; las longitudes de la tangente, normal, sub-
tangente y la subnormal para las siguientes curvas en el punto indicado.

. ¥ =xenP(2282)

2. 4x" +3y*—12=0en P(1.73,0)

3. A — y=0en P(2,16)

4, 9}'2 —x=0en P(36,—2)

5. ¥ —2x—8y+12=0en P(0,2)

6. 4x' —y' — 2y=12en P(2.54,4)

7. ¥ —9%" —18x— 8y —2=0en P(—1.7)
8. X' =x+yenP(2,6)

9. 8 —y=0cnP(—1,-8)

10. 3x* + 3y — 10 = 0en P(1,1.52)

e\'nﬁﬁ:atusresultaﬁuun!au{:iéndompmm--..---.-. ----------------- . .

Cardcter creciente y decreciente de una funcién

La grifica de una funcidn conlinua permite identificar
donde o en qué intervalos la funcién es creciente, cons-
tante o decreciente; por ejemplo, en la figura lenemos que:

a) De x = —xo hasta x = 0, la [uncion es creciente.
£ De x = 0 hasta x = 1, la funcidn es decreciente.
¢} Dex =1 hasta x = 2. la funcion es constante.

d) De x = 2 hasta x = +o¢, la [uncion es creciente.

x Funcién creciente

Una luncion y = f(x) es creciente si al aumentar alge-
braicamente x, también y aumenta: es decir. la funcion
es crecienle en un intervalo si es creciente en lodos los
valores del intervalo.

224
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Funcién decreciente

Una funcién y — f(x) es decreciente si al aumentar algebraicamente x, la y disminuye. es decir, la
funcion es decreciente en un intervalo si es decreciente en todos los valores del intervalo.

Ejemplos

y=f

Funcidn creciente Funcion decreciente

Criterio para indicar el cardcter creciente o decreciente de una funcién

Al estudiar si una luncion es creciente o decreciente en un intervalo dado, la derivada de la funcidn es
importante, ya que si la derivada es positiva, la tangente forma un dngulo agudo con el gje x v liene pen-
diente positiva (funcion creciente); si la derivada es negativa, la tangente forma un dangulo obtuso con ¢l
eje x y liene pendiente negativa (funcion decreciente); por lo anterior: una funcidn es creciente cuando su
derivada es positiva y es decreciente cuando su derivada es negaliva.

EﬁlEMPI.OS ®
-] "
E- w -?"Em:ucntra los intervalos en los que y = x — 6x° + Ox es creciente o decreciente.
- D/ F
L= Solucién
Al realizar la grifica de la funcion dada. se tiene: ¥ All4) Ci4.4)
a 0
1 4
2 2
3 0
4 4 -
5 | 20 B3.0) *
-1 —-16
—2 =50
225
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y=x — 6x" +9x

_1.-'“'_- 3 —12x+9
¥ =03x—30x—3) {Resultaque:x,—1yx,=3.
Por lo que los intervalos por analizar son:
a) (—oo,l)
b) (1,3)
€) (3,+c0)
En (—oc.1) tomamos x — —1 en la derivada y obtenemos:
Y=3—12—-12(-1)4+9
yv=34+124+9=24

v’ es positiva, por lo que la funcién es creciente.
En (1,3) tomamos x = 2 en la derivada para oblener:

¥ =3(2)2—12(2) + 9
y=12-2449=-3

v/ es negativa, por lo que la funcion es decreciente.
En (3,+00) tomamos x = 4 en la derivada y encontramos que:

¥ =3(47 — 12(4) + 9
y/ =48 —4849-9

v/ es positiva, por lo que la funcién es creciente.
Lo anterior concuerda con las deducciones grificas.
2 ®e:Determina los intervalos en los que v — 2x° — x* es creciente o decreciente.
Selucién ¥

Al realizar la grifica de la funcion dada, se tiene:
Al—1.1) L1

B(0.0)
X -3 -2 -1 a 1 2 3
i —63 -8 1 9] 1 —8 63

226
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y=22 -
yi=4x - 4’

v/ =4x(l —x") } Al resolverresultaque x, =0y x, = +1.

Por lo gue los intervalos por analizar son:

a) (—oo,—1)
b) (—1.0)
) (0.1)
d) (1,+0c)
En (—oo,—1) se toma x = —2 en la derivada, lo que resulta:
v =4(=2) — 4(-2y
yl==8 4 37 =94
vy’ es posiliva, por lo que la funcién es creciente.
En (—1,0) se loma x = —% en la derivada y lenemos:
3
y 1 |
vV=4-——=|-4—-
3 [ 2 2
1 3
r
g _2 —Si— oy
2 2

v/ es negativa. por lo que la funcién es decreciente.

1 ;
En(0.1) se tomax = = en la derivada, para obtener:

3

s, U =

1
2 2
v’ es positiva, por lo que la funcidn es creciente.

En(1.+=¢) se toma x = 2 en la derivada, lo que resulta:

¥ =4(2) — 42)°
y'=8—32—-24

v/ es negativa, por lo que la funcion es decreciente.
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http://bibliotechnia.com.mx/portal /visor/webl/visor.php

910



14/2/2017 Bibliotechnia -
4 UNIDAD
CAICUO DIFERENCIAL
EJERCICIO 18
- l. En las siguientes funciones, determina los intervalos en los que las funciones son crecientes o
’ decrecientes y construye las graficas correspondientes.
. 1
Escribe los nimeros I. y=2x—2 13. y=2+(x—4)3
- 2. y=+-3¢ 14. y=2¢ —3x —36x+25
e . y=x —3x S i3 E 3
e 3, y=it—AP ¥ 15 15. y=5-2x—x
Compelencias ;
disciplinares 4. y=xX -2+ 16 .
: 6
2
3. y= =1 2 3
T xr—9 17. y=@—-1*x+1)
g B 42 18. y=2 -9+ 12x—3
x*+4 19. y=204+2—x+1
7. y=1-x 20. X +xy+y=4—=x
— a3y
8. y=wx-1 21. }r=,f;_%
x
9. y=xJx+1 .
2. y—x 5 20x -2
10. y=q(x*—4)? 23. y=x'+4x
3
i gegd S5 %, gl
’ 2 Tox+2
12 y=3"-4’+1 25; y=2¢— 2 - 3x-1
Q\Fuﬁﬁ:alu;ramlta.:b:nnlamc:iﬁn&nmpuaﬂa:.-----n ..................... : .

Médximo y minimo de una funcién (primer método)

Al aplicar la derivada de una funcion, se determinan los intervalos en que la funcién es creciente o
decreciente, ahora se utilizard para analizar los puntos en que la funcidn pasa de creciente a decreciente
0 viceversa.

Definicién de los maximos y minimos de una funcidn

Sifes una funcién cuyo valor es ¢, se tiene que:

a) flc) se llama un maximo relativo de f si existe un intevalo (a.b) que contiene a ¢ lal que
Jx) < f(e) para todo x en dicho intervalo; es decir, si f(¢) es mayor que cualquiera de los valores
de f(x) que le anteceden o le siguen inmediatamente en el intervalo dado.

b) f(c) se llama un minimo relativo de f si existe un intervalo (a.b) que contiene a ¢ tal que
f(x) = f(c) para todo x en dicho intervalo; es decir, si f(c) es menor que uno cualquiera de los
valores de f(x) que le anteceden o le siguen inmediatamente en ¢l intervalo dado.

228
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De las anteriores definiciones se hace notar que no deben confundirse los méximos y minimos relativos
con los puntos maximos o minimos de la funcién. que son aquellos donde la ordenada y es mayor o menor
en la grafica, por lo que se denominan absolutos.

Eiemple ;
I P ¥ Maiximo absoluto

Miximo relativo

Minimo relativo

Minimo absoluto

La funcién f(x) en el intervalo [a.d] presenta un valor minime absoluto en x —=—a: el valor maximo
absoluto se presenta en x — d: los extremos relativos se presentan en x — b (miximo) y x = ¢ (minimo).

Valor critico

Si ¢ es un niimero que estd dentro del dominio de una funcion, entonces a ¢ se le denomina valor critico
de la funcion si f'(c) — 0 o f'(¢) no existe. El valor critico de una funcion nos permite analizar si la funcion
tiene un maximo o minimo relativo.

Criterio de la primera derivada para determinar los méximos y minimos relativos

La funcion y = f(x) presenta un médximo relativo para x — c: se observa en la grifica que antes del médximo la
derivada es positiva, cs decir, la pendiente es positiva; después del maximo la derivada es negativa, es decir,
la pendiente es negativa; como la derivada cambia de positiva a negativa, entonces la funcién es continua,
ya que pasa por cero, dando lugar al siguiente enunciado:

La funcion y = f(x) tiene un mdximo relativo para x = ¢, donde la derivada para
x = cescero (f(c) = 0) y cambia de signo pasando de positiva o negativa.

¥
- ; ‘\I
Maximo relativo

- Tangente paralela a'0x

Pendiente positiva
Pendientle negativa

229
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Analiticamente, se deduce que la funcion cambia de creciente a decreciente, o sea, la derivada pasa
de positiva a negativa, indicando el mdximo relativo. La funcién y — f(x) presenta un minimo relativo
para x — ¢; se observa en la grifica que antes del minimo la derivada es negativa. es decir, la pendiente
es negaliva; después del minimo la derivada es positiva, es decir. la pendiente es positiva. Como la deri-
vada cambia de negativa a posiliva. entonces la funcién es continua ya que pasa por cero, dando lugar al
siguiente enunciado:

La funcién y = f(x) licne un minimo relativo para x = ¢, donde la derivada para
x = ces cero (f'(c) = 0) y cambia de signo pasando de negativa a positiva.

El punto de cambio o valor critico de la funcién se identifica fdcilmente, ya que la langenle a la curva

es paralela al eje x.

Si el signo de la derivada no cambia, la [uncién no liene ni minimo para el valor crilico que se estd

analizando.

Pendiente
negativa
Pendiente
sitiva
Minimo =
relativo
- Tangente __
‘ " paralela a Ox
fo! SN\
X

A conlinuacion presentamos un resumen de lo dicho anteriormente.

Primer método para calcular los méximos y minimos de una funcién
(pasos a seguir para su solucién)

1. Sec encuentra la primera derivada de la funcion dada.

2. Seiguala la primera derivada a cero y se resuclve la ecuacion resultante determinando las raices reales

o valores criticos de la variable.

3. Se consideran los valores criticos uno por uno, para determinar los signos de la primera derivada, en
primer lugar para un valor un poco menor que el valor critico y después para un valor un poco mayor
que ¢l. Si el signo de la derivada es primeramente (+) y después (—). la funcion presenta un maximo
relativo para el valor critico de la variable que se analiza: en el caso contrario de (—) a (1), se liene
un minimo relativo. Si el signo de la primera derivada no cambia, la [uncion no presenta ni maximo

ni minimo para el valor critico considerado.
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EAEMP[OS e
Q ey S
Tg-/y .*!'Caicu[a los méximos y minimos relativos de la funcién y — 2x° + 31" — 12x.
D
W " solucién
a) Se encuentra la primera derivada de la funcidn.
y=2¢+3 — 12
yY=624+6x—12=x"+x -2
b) Seiguala la primera derivada a cero y se resuelve la ecuacion resultante.
X4x-2=0
(x+2x—DH=0
x4+2=0x-1=0
=2 Iy=I } Raices reales o valores criticos
¢) Se analizan los valores criticos uno por uno.
Parax = -2
Un valor un poco menor Un valor un poco mayor
F=3 x=—1
y=xl+x-2 yV=x24+x-2
y =3P +3)-2 Y =1P+ED-2
¥=9-3-2-4 Y=i=i-8==3
L Y =@ - 3=0
Miximo j
Para x = —2, lenemos un maximo cuyo valor es:
y=2r 322 —12x
y=2(-2Y +3(-2) —12(-2)
yv=—16+12424=20
Cuando x = —2, tenemos un maximo de 20.
Parax =1
Un valor un poco menor Un valor un poco mayor
x=10 x=0
y=xt4+x-2 y=xl4+x-2
Y =02 +(0)—2=-2 ¥ =07 +(0)-2=-2
L Y=0 =6
’ ]\ Minimo j
[
et
231
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Para x = 1. tenemos un minimo cuyo valor es:

y=20+3"—I&x
y=2(1" 4+ 301 — 1(1)
y=2+43-12=-7

.*. Cuando x = 1, tenemos un minimo de —7

Al realizar la grifica correspondiente de y — 2x" +3x" — 12x se tiene:

Maximo relativo

X
A-220

=3 |9

=2 | 20

=1 [ 13
0 0
1 -7
2 4
3 45

Minimo relativo
B(1.-T)

2 ®s:Calcula los médximos y minimos relativos de la funcidn y — 3x* — 4x' — 120

Solucién
a) Se encuentra la primera derivada de la funcion.
= It — A — 12
y= 12¢° — 1207 — 24x
T i .

b) Se iguala la primera derivada a cero y se resuelve la ecuacion resultante.

¥ —xT-2x=0
xx?—x—2)=0
x—2(x+1H=0
x|=0 x—2=0 x+1=0
Raices reales o valores criticos.
x2=2 X, =—1

¢)  Analizaremos los valores criticos uno por uno.

232
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Parax =0
Un valor un poco menor

1

= _E =—0.5

Y= 2%

y =(-0.5) —(-0.5)? —2(-0.5)
Yy =—0125-025+1=0625
'\J" —

G% Miximo

Andlisis de funciones

Un valor un poco mayor

x=l=0.5

2

y=x—x2-2x
v =(0.58 —(0.5)2 — 2(0.5)
y=0.125-025-1=—1.125

y =<'5)

Para x — 0, tenemos un médximo cuyo valor es:

y=%'—4x — 12+

Para x =2
Un valor un poco menor
q
x===135
2
V=x—x2-2x
Yy =(L5P —(1.52 —21.5)
y=3375-225-3=-1875
% g
« & :((E) Minimo

Ly =

y=3(0)" — 4(0) — 12(0* =0

Cuando x = 0. tenemos un maximo de 0.

Un valor un poco mayor

= % =25

vy =x3—x—2x

¥ =(25)—(2.52 —2(2.5)

¥ =15.625 625 -5 —4.375

@

Para x — 2, tenemos un minimo cuyo valor es:

Parax = —1
Un valor un poco menor
= —E =—1.35
2

y=x-x-2x
¥y =(1.5P —(—1.52 —-2(-1.5)
y =—3375—2254+3=-2625

.- },f z?

Minimo

y=3x*—4x}—12x2
¥y=23(2)* —4(2)* —12(2)*
y—48-32 48— 32

Cuando x = 2. lenemos un minimo de —32.

Un valor un poco mayor

x:—l:—l}.ﬁ
2

_\..-" — x3 _x:-'_ = 2.1'
y' =(—0.57 —(—0.5)2 — 2(—0.5)
¥y =—0.125-025+1=-0.625

LY =@

4
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Para x = 1, se tiene un minimo cuyo valor es:

y=3x*—4x? —12x7
y=3(=1* (=1 —12(-1)?
y=3+4-12=-5

Cuando x = —1. el valor minimo es —35.

Al elaborar la gréfica correspondiente de y = 3x" — 4x’ — 124" se tiene:

Vi
-3 | 243
-2 32
-1 =5
0 0
| gk Miximo
2| =32 relativo
3 27 =k
Minimo 400
relativo
c(—1,—5)

Minimo relativo
B(2,-32)

3 e+ Calcula los médximos y minimos relativos de v = (2 4+ x)* (1 — 2"
b 4

Solucién

@) Se encuentra la primera derivada de la funcion:

y=(2+x)P(1—x)?

¥y =2+ 02 ==+ (1 -2 (2N2+x)

Y =@ +4x+ 222+ 20+ (1 —2x + 224+ 2x)
y'=—8—B€ — 2x2 + B +8x2 + 203 +4—8x + 427 + 2x— 4% + 2
v =42} +6x2—6x—4

- ¥ =2x3+3x2-3x-2

234
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b) Seiguala la primera derivada a cero y se resuelve la ecuacion resullante.

2x243x2—3x—-2=0
x2xP43x—-3)=2

x|=2
2xr43x—3=2
2x2 4+3x—5=0

(2x+3x—1)=0
2x4+5=0 x—1=0
2x=-—5 x,=1

c) Se analizan los valores crilicos uno por uno.

Parax =2

Un valor un poco menor Un valor un poco mayor

x=%=].5 x=§=2-5

¥y =2x*43x2 —3x-2 ¥y =22 4322 —3x—2

y = 2(1.5)° +3(1.5) - 3(1.5) - 2 y' = 2(2.57 +3(2.5 - 3(2.5) 2
y=675+675-45-2=7 y' =31.25+18.75-75-2=405

Dado que no hay cambio de signo, ;

.. -"‘ :% ... -‘;‘ :@
A
/

no hay maximo ni minimo.

Parax — .. - —2.5
2

Un valor un poco menor Un valor un poco mayor

x=—3 x=-225
y =203 4322 —3x—2 y =2x343x2 —3x-2
¥V =23 +3-3F-3-3)-2 ¥y =2(—2.250 +3(—2.25)2 — 3(—2.25) -2
y=—54+27+9-2=-20 y' =—22.71525+15.1875+ 6.75 — 2= —2.84375

o Dado que no hay cambio de signo, oy

: no hay madximo ni minimo. o @

J
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Parax =1
Un valor un poco menor Un valor un poco mayor
p=lons p=deas
2 2
Y =2+32—3x—2 V=2x3+322-3x-2
¥ =2(0.57 +3(0.5)2 — 3(0.5)— 2 ¥=2(1.52 315> —(1.5) —3(1.5) =2
y=025+075—-15-—2=-25 Y =675+675-45-2=1

Y= _ s Y=
Minimo

Para x = 1 se tiene un minimo, cuyo valor es:

y=2+x)(1 —x)
y=2+ 12117
y=(3)X(0)

y=0

Existe un minimo en 0.

Al claborar la grifica correspondiente de y = (2 + x)* (1 — x)* se tiene:

A(LO :
LD Mimmo
relative

236
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. . . .. ax
4 ee-Calcula los maximos y minimos relativos de la funcion y = ———.
b e o
Solucién
a) Se encuentra la primera derivada de la funcion.
” ax
T X 4at
2 2 n 2 3 2
; A+ a Xa)—ax(2x) ax-+a’ —2ax
P= 2, 2y = 2., 232
(x*+a’) (x*+a*)
v a’ —ax?
T (X2 4a?)?

b) Se iguala la primera derivada a cero y se resuelve la ecuacion resultante.

a’—ax?
2+ a)?
@ —axl=0
—ax? =—a’
3
—a
e, 2. =l
—a
x=d2a

¢) Se analizan los valores crilicos uno por uno.

Parax =a
Un valor un poco menor Un valor un poco mayor
a 3a
X== X ==
2 2
e a* —ax? S a® —ax?
(a2 +at)p (2 +a?)?
E 3a
= 43
Y= ~Rane Y — 3
A" e 3a)
2| +a? =1 +a?
£ 2]
i a’ 2  9d°
y'= RE 42 y'= 902 = 7]
+a? +a?
o] ¥
da* —a’ 4a® —9a°
3 — 4 y = 4
= 2 - 2
[al+4a1]“ [9.‘11 +4a’ ]'
237
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3a’ 3q° 5:13 Sa
= 4 4
) 542 3 5a° ]3{!2 ]69&
5] e =
Ve 48a _E o —80a? o 20
©100a*  25a  676a*  169a
".-F — ","F =
’ Miaximo ’
Para x — a se tiene un miximo cuyo valor es:
ax
Y=—%,2
x*+a-
__ ala) ﬂ’Z/
(@)’ +a’

_zﬂ/{
1

y=5

2

. . 1
Existe un maximo en —.

Parax = —a
Un valor un poco menor Un valor un poco mayor
3a a
Xr=— I=——
2 2
. @ —ax? ,  ad—ax?
y = =
(x2 +a?)? (x2 +a?)?
2 2
n:z‘—nr.[—E a-‘—a—ﬂ]
' 2 ’ 2
_‘p'1 2 T v = 2 2
21 2 2
-= —| +a
[ > +a J [ >
3942 a*— &
I 1 4
y 7 ¥Y=r—
oy aE] =4 az]
4g’ —9q2 4a’ —a’
e 4 e
9a® +4a?) [ﬂl +4a? ]2
4 4
sa’ Sa 3a’ 3a’
: — 4 — 4 V’ = 4 = L
13a2) 169 saty 254
4 16 4 16
_ —80d’ 20 L 48a' 12
T 675 169a © 100a*  25a
| =
: =\_[’ Minimo - ) ?
238
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Andlisis de funciones
Para x = —a. se tiene un minimo cuyo valor es:
y= ax
S S
. al-a)
T (—a)Y +a’
a’ - ;{f

—3a —-—3-
10
_23 _.?_
5
1
_a —
2
o| o
a1
2
2
2 - SO
Al
3
3 i
il BT

Al elaborar la grifica correspondiente de y =

: o 1
Existe un minimo en 5

x"+a

ax .
— 5 Se liene:

¥a
Miximo
Bla.— I_ relativo
2
(3]
Ala,—
Minimo 2
relativo

EJERCICIO 19

Escribe los niimeros [ )-'—3-!—4:!:—2):‘:

correspondientes
Compekends 2. y=x+8+10
Lo 3, y=x"—8x
tﬁsc'rp!inﬂre; 4 y=@x—1Y@x+2
: 5. y=2¢+32+12x—4
: 6. y=10+12x—3¥ —2¢

http://bibliotechnia.com.mx/portal /visor/webl/visor.php

239

y=3x — 5x*
y=3'—47 - 12¢

y=x —6+15

v—rz+2a3

}‘_f—f+l

y=x+2¢ —15x— 20

I. En equipo, calculen los maximos y minimos relativos para las siguientes funciones y tracen las
graficas correspondientes y en plenaria discutan sus resultados.

7.
8.
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4 2 2
: 13 y=2+Z 5 gty
. x? X a—=x
: 14, y= x 26 =M
: 7T ita Toxt—x+1
g 15. y=(1—-xPQ2+x) 7 ?_xz—Sx—ai
. i 2 YT x—2
: 16, y=(x+2»(—-x)3 =
i y 2% 1r1_41'-—2Jr+l
17 v_x.+3 ' x+1
29. y=
1 2 M
18. y=(2x—a)Pxz-a)?
x
J0. y=
o ot i T
x4 a? . "
20, y=x'—32%+4 3. y=Zt
20, y=x— + 24 2x+4
21, _vzx-l—l 32 1_.215_5-1'
X e
33 : S
x—2
23, y=EAXb—X)
" 3. y=—2
2 x—2
24, y=— 1
< 35, y=2r —6x+5
OVeﬁﬁ:atusmsultaﬁuen!am:ién&nmpuﬂstas..---- --------------------- . .

Puntos de inflexién y sentido de la concavidad de una curva

Al localizar los intervalos en los que la derivada de una funcién crece o decrece, podemos indicar sobre
la grifica en donde se curva hacia arriba o hacia abajo: lo anlerior se conoce como concavidad.

Concavidad en un punto

Si P es el punto que describe una curva, la pendiente de la tangente en dicho punto varia, dando lugar a
las siguientes graficas.

240
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Analisis de funciones

'Dﬂ'
P
PJ P’ P
X
(f) ! {e)

{a)

a) Siuna curva queda por debajo de sus tangentes, el arco es céncavo hacia abajo. es decir, hacia la

parte negativa del eje y.

b) Siuna curva queda por encima de sus tangentes, el arco es concavo hacia arriba, es decir, hacia la

parie positiva del eje y.

¢) Si una curva cambia el sentido de su concavidad en un punto. indica que liene un punto de

inflexion.

Cuando conocemos la grifica de una funcion resulta facil observar la concavidad de la curva y com-
prender la siguiente definicion: si y — f(x) es diferenciable en el intervalo (a.b), su grifica es concava
hacia arriba en el intervalo si su derivada es creciente en el mismo intervalo; su grifica es concava hacia
abajo en el intervalo si su derivada es decreciente en el mismo intervalo.

Criterio para la concavidad

Sea y — f(x) una funcion cuya grifica es concava hacia arriba si su segunda derivada es positiva (v' > 0)
y es concava hacia abajo si su segunda derivada es negativa (v < 0).

Puntos de inflexién

Es aquel que separa los arcos de una curva que tienen su concavidad en sentidos opuestos.

.v‘

: Concava Céncgva i Nadda €3

i hacia hac_la o abajo

: abajo ahajo

: e T e T e e P inflexion

Céneava L P inflexion Cnnclav:l Pinflexién .

' hacia g

:‘ arriba hax.:ia +) J

| (+) s A

' H T

En cada punto de inflexién la recta tangente cruza la curva, por lo que el signo de la segunda derivada

cambia en dichos puntos.

Para encontrar los puntos de inflexion se requiere calcular los valores de x para los que la segunda
derivada es igual a cero.

http://bibliotechnia.com.mx/portal /visor/webl/visor.php
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Reglas para enconirar los puntos de inflexién y el sentido

de la concavidad de una curva

1. Se determina la segunda derivada de la funcién dada.

2. Sciguala a cero la segunda derivada, se resuelve la ecuacion resultante y se consideran las raices reales

EJEMPLOS

de la ecuacion.

de inflexion.

Se analizan los valores de las raices obtenidas, primero para valores un poco menores y después para
valores un poco mayores; si el signo de la segunda derivada cambia. indica la existencia de un punto

a) Cuando la segunda derivada es positiva, la curva es concava hacia arriba (+).

b} Cuando la segunda derivada es negativa. la curva es céncava hacia abajo (—).

[

mplo:

i, A

Eje

Al

Solucién

a) Sc determina la segunda derivada de la funcion.

(| 2
"T L Encuentra los puntos de inflexion y el sentido de la concavidad paray = x' — 3x" 4 3 y traza su grifica.

y=x3—-3x2+3

y =3x2—6x
V'=6x—6
y=x—1

b) Se iguala a cero la segunda derivada y se resuelve la ecuacion resultante.

x—1=0
1=l
¢) Se analiza el valor de la raiz obtenida.
Parax =1

Un valor un poco menor

Un valor un poco mayor

x=1_05 r—2_15
2 2
y”:x—l y=x—1
1'
1,1”:1-]:--1._ v”z;_]zl
2 2 2 2
V=0 V=@

http://bibliotechnia.com.mx/portal /visor/webl/visor.php
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El punto de inflexion es:

y=x"-3x*43 } Parax=1, selicne:
Y= (1) —3(1)% 43
.

Existe un punto de inflexién en (1,1).

Al elaborar la grifica correspondiente de v = x° — 33 + 3, se tiene:

=30 =57
=Sl=—=17 o
0 3 J X
1
2 ==
La curva es céncava
3 4 hacia arriba a la derecha

del punto de inflexidn y
es concava hacia abajo a
la izquierda de dicho punto.

2 ®e-Determina los puntos de inflexion y el sentido de la concavidad para y — x* — 4x” + 16x y traza su grafica.

Solucién

a) Se encuentra la segunda derivada de la funcion.

y=x*—4x} +16x
¥ =4x-12x2 +16
Y =12x2 —24x

Y=x1-2x

b) Se iguala a cero la segunda derivada y se resuelve la ecuacidn resultante.

Raices reales o valores criticos

243
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¢) Se analizan los valores de las raices obtenidas.

Parax =0

Un valor un poco menor

x=——=-035
2
Yy =x?—2x
3

A
’ 2 2

1 i
M
"F' =-—+I_=-—-
" 4
V' =F

Un valor un poco mayor

Si hay punto de inflexién.

El punto de inflexion es:

y=x*—4x34+16x |} Parax=0, se liene:

y=(0)* —4(0)* +16(0)
y=0

Existe un punto de inflexién en (0,0).

Parax =2

Un valor un poco menor

Si hay punto de inflexion.

El punto de inflexién es:

x=~]~=0.5
2
y=x2-2x
2
1,,»-:[1] _g[l]
2 2
’1
.y.”zl_}:_‘_
’ 4 4
.‘ﬂ:e
Un valor un poco mayor
x=§=2.5

2
Yy =x2—2x

2
-

2 )
w25 10 25-20
4 2 4
Y =&

y=x*—4x +16x } Parax =2, se tiene:

y=(2* —4(2p +16(2)
y=16-32+4+32=16

Existe un punto de inflexion en (2,16).

244
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141
16
-1

13
16
21

Solucién

http://bibliotechnia.com.mx/portal /visor/webl/visor.php

Analisis de funciones

Al elaborar la grifica correspondiente de y = x* — 4x’ + 16x se tiene:

¥

P00

La curva cs concava hacia amiba a la
izquierda del punto de inflexidn (0,00 y
es concava hacia abajo a la derecha de
dicho punto: también es concava hacia
abajo a la izquierda del pumto de
inflexidn (2,16) y es concava hacia
arriba a la derecha de dicho punto.

3 ®s-Determina los puntos de inflexion y el sentido de la concavidad para y=x+— y traza su grifica.
X

a) Se encuentra la segunda derivada de la funcidn.

2
_\.,r=_r-|-l='r +]
X x
s x(2x)— (x> +1)(1)
al xz
; 2x2—x?—-1 x*-1
Y x? X2
X (2x)— (x> —1(2x)
(x2)
p 2 —2xd42x 2
2
|”= el
} x3
245
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b} Se iguala a cero la segunda derivada y se resuelve la ecuacion resultante.

=0

e
2=x3(0)
2=0

.. La ecuacion no tiene raices reales, por lo que no existen puntos de inflexion.

Al elaborar la grifica correspondiente de y=x+ l se tiene:

x
:
= —3.3
—7 -2.5
=1 —
0 ind
X
1 2
2 25
3 33
4 425

.. La curva en céncava hacia arriba sélo para los puntos
positivos, en el punto (0,0) no estd definida.

EJERCICIO 20

l. En equipo de dos personas, determinen los puntos de inflexion y el sentido de la concavidad para

. las siguientes funciones y tracen las graficas correspondientes y en plenaria discutan sus resultados.

e L y=x—-9%" +27x—38 11. w=x3+l
2 3 - x

o 2. y=5+3—x 12, y=x— 9 Dx—7
i 3. y=x—6C+12x—8 |
Com i el B
disciplinares 4. v =x+1 . g=xF 32

: 5. y=2'—8+3 o

. 4. y=——247

. x* T4

- 6_ }': =

: x" =1 15, y=#*—42>+2

. 7. v=xdxtl 16. y=3¢—4r"+1

: 8. y=2 17. y=2+Ix—4

. 9. y=5—-2x—% 18. y=2x — 38 —36x+25

: 10. y=12¢ —4¢ 19. y=x'—IXx

246
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Analisis de funciones

1
. 23. y=
: 20. y=+x2+1 Y="2
5y M. y=3-2—-x+1

xt—4x+3
2. y=x'-42+42 -4

O\"ﬂriﬁ:atusm:uh’aio:uniamciéndnmpuesta:.......-.-..-. -------------- .

Mdximos y minimos de una funcién (segunde método)

Si la segunda derivada de una funcion existe, se puede utilizar como un criterio simple para encontrar los
méximos y minimos relativos de dicha {uncidn. se denomina criterio de la segunda derivada.

Lo anterior se fundamenta en que si f(c) es un maximo relativo de la funcion diferenciable y = f(x),
su grifica es concava hacia abajo en el intervalo que contiene a ¢ por el contrario, si f(c) es un minimo
relativo, su grifica es concava hacia arriba para el intervalo que contiene a c.

Cdncava
hacia
arriba

/ Maximo relativo Minimo relativo

Criterio de la segunda derivada para maximos y minimos de la funcién

Una funcidén y = f(x) tiene un maximo relativo si su primera derivada es igual a cero y su segunda derivada
es igual a un valor negativo; tendrd un minimo relativo si su primera derivada es igual a cero y su segunda
derivada es igual a un valor positivo.

Segundo método para calcular los mdximos y minimos de una funcién
(pasos a seguir para su solucién)

1. Se encuentra la primera derivada de la funcion dada.

2. Seiguala la primera derivada a cero y se resuelve la ecuacidn resultante, se determina las raices reales
o valores criticos de la variable.

3. Se encuentra la segunda derivada de la funcion dada.

4. Se sustituye en la segunda derivada cada uno de los valores criticos obtenidos.

247
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Si el valor resultante es negativo, la funcion presenta un médximo para el valor critico considerado; si
el valor resultante es positivo. la funcidn presenta un minimo para el valor critico considerado.

El método anterior no es aplicable si la segunda derivada es igual a cero o no existe: en su lugar se
aplica el primer método.

EJEMPLOS
—EJQY ?r-Aplicando el segundo método, determina los mdximos y minimos relativos para las siguientes funciones:
-2- vl L"\
e 4‘ y=x'—4x+4
Solucién
a) Se encuentra la primera derivada de la funcién:
y=x*—4x?+4
¥ =4x*—8x
y=x'-2x
b) Se iguala la primera derivada a cero y se resuelve la ecuacion resultante:
¥ —2x=0
xx2—2)=0
n=0 x*-2=0
x2=2
x=+2
¢) Se encuentra la segunda derivada de la funcion:
y=x3-2x
y'=3x2-2
d) Se analizan de los valores crilicos en la segunda derivada.
Parax =0
y' =322 -2
V' =301 —2=-2
Y= O Miximo
Cuando x = 0, se tiene un maximo cuyo valor es:
y=x*—4x*+4
y=(0)* —4(0)* +4
y=4
= -. Existe un miximo en 4.
248
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Para x = ++/2
y'=3x2-2
y'=3x(+42)" -2
y'=6-2=4

s V=0 Minimo

Cuando x = :I:\E, se liene un minimo cuyo valor es:

y=x*—4x?+4
y—(132) —a{2+2) +4

y=4-8+4
y=0

.. Existe un minimo en 0.

Al eleaborar la grifica correspondiente de y = x' — 4x° + 4, se tiene:

¥
Mdximo
relativo
AD4)
O 4
+1 1
+/2| 0
Minimo
42 4 Minimo relativo
13 | 49 B'(—/2,0) B (+2.0)

2 ®e.y =32 —20x
Solucién

a) Se encuentra la primera derivada de la [uncion:

y=3x7 —20x°
y' =15x* —60x2

¥ =x*—4x

249
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b) Seiguala la primera derivada a cero y se resuelve la ecuacion resultante:

xt—4x1=0
2{x2—4)=0
x=0 x2-4=0

¢) Seencuentra la segunda derivada de la funcién:
y'=x*—4x?
Y'=4x —8x

y=x3—2x

d} Se analizan los valores criticos en la segunda derivada.

Parax =0
Y=x3-2x
¥ =(0) —2(0)
}.‘” — u

Como ¥"= (), el criterio de la segunda derivada no se aplica.

Parax =2
y' =x3—2x
Y =2 —22)
y'=8-4—4

L Y == Minimo

Cuando x = 2, lenemos un maximo, cuyo valor es:

y=3x"—-20x°
y=3(2F —20(2)°
y=96—160
y=—64
.. Existe un minimo en —64.
Para x =-2
yi=x'—2x
Y =2 -2-2)
V'——8+4——4
}'# = (e———— Minimo
250

http://bibliotechnia.com.mx/portal /visor/webl/visor.php 2110



14/2/2017 Bibliotechnia -

UNIDAD 4

Andlisis de funciones

Cuando x = —2, tenemos un mdximo, cuyo valor es:
y=73x>-20x°
y=3(-2y —20(-2)
y=—"96+160
y=~64

2. Existe un médximo en 64.

Al elaborar la gréfica correspondiente de y — 3x” — 20x’, se ticne:

¥
—2 64
= . En este punto el cri-
Qi A(0.0) terio de la segunda
t||e=iv derivada no es aplica-
2 | 44 ble. por lo que se re-
comienda emplear el
criterio de la primera
derivada o primer mé-
todo.
B(2,—64)
Minimo
relative
5. A
3 e y=x"+—
X
Solucién
a) Se encuentra la primera derivada de la funcidn:
2a* X +24°
}I — xl + — e
X X
, o xBxH— (3 2831
y= 2
x
;) 3 —-x*-24% 223 -24°
¥= 2 - 2
X X
251
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b) Seiguala la primera derivada a cero y se resuelve la ecuacion resultante:

o S
2x3 —2a _0
x2
233 —2a3 =xU0)
2x =243

x3 = za
z

xXx=da

¢) Seencuentra la segunda derivada de la funcion:

, 23247
y =

a3

£
G x36x) —(2xF —2a¥)(2x)

’ (x%)?

# 6x'—4x* +4a’x 2t +da'x
y = x? N x?

v AQx*—4a) 23 +44°

} /‘I,’( x_"

d) Se analizan los valores criticos en la segunda derivada.

Pamma x=a
»  2x3+44°
"..' _= —
a x3
» Aa) +4a® 24’ +4a’
(a)’ a

},,,:%:6

s YV =0 Minimo

Cuando x = @, lenemos un minimo, cuyo valor es:

7 3
}.-= .1'2 +i
X
3
y=(a)* ptt
a

y=a?+2a> =3a?

5 . n E 3
Existe un minimo en 3a°.

252
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2 ; T - =
Al elaborar la grifica correspondiente de y = x* +=——. se liene:
X
y
Ala 3a%)
Minimo
relativo
X

EJERCICIO 21

l. En grupo y con asesoria de su profesor, determinen por el segundo método los méaximas y minimos

proceso de solucion.
sl |y (x —4)'(x + 3)

Competencias

genéricas 2. y=x+2"—4x—8
i . o F
e 3 y=0("-9
: 4. y=v25-4x2
: 5. 2% 4wyt St 8 10
: 6. y=x"—6x+2
1. }'=x3+@
B X
E 8. y=x'—6x+ 120 — 8x
- 9. y=(x—2)3
: 10. y=x(12 -2
: . y—x'+2¢ 32 4x+ 4
: 12. y=2—4x 42

13. y=6x—x"—1

http://bibliotechnia.com.mx/portal /visor/webl/visor.php

253

14.

13,

16,

17.

18,
19.
20.

21.

22.

relativos de las siguientes funciones y tracen la gréfica correspondiente, concluyan los pasos del

xt+1
h " —
_xZ

I

T A+

y=2 —3ax’ +a
y_f(_r—4)2
y=12x+9x —4x

3

v—x2 +_I__I_
: 4
¥= !

T2 —x—2
y=x(6 —x?
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4. X +Iy+y =0 28. 2+ 2y + 57 +4x=0
25. X' +8+y —4y=0 29. ¥—y +3xy=0
26. ¥ —2xy+2y+4x=0 5

4 2
: 2 iy—o0
27. 38+ 5V + 6x — 20y — 0 sl i

R E R s R e e e EE

Il. Determina lo que se pide para cada una de las funciones y en plenaria discute tus resultados.
a) El cardcter creciente y decreciente.
b) Los mdximos y minimos relativos (primer método).
¢) Puntos de inflexién y sentido de la concavidad.
d) Los maximos y minimos relativos (segundo método).

¢) Las ecuaciones de la tangente y normal; las longitudes de la tangente, normal, subtangente y
subnormal en cada valor critico.

. y=4X—x 5 _‘.==_rm
4 6. y=3x—x -2
= I 7. y—x—47 4 16x
3. y=x—3G&+2 8. }'_f—3x27—9x+5
4 9 y=2x—3x3
4. }‘=x3+x+; 10, y=2 — @14 15

e‘fﬂfiﬁ:atus resultados enlaseccion derespuestac.e » s s s s s s e s s s n s s s s b s s 0000 . .

Velocidad y aceleracién en un movimiento rectilineo

Una aplicacion de la primera y segunda derivadas en (érminos de la razon de cambio se manificsta en
el movimiento rectilineo.

Para los cuerpos que presentan un movimiento rectilineo, se acostumbra emplear una recta horizontal
con un punto fijo lamado origen: hacia la derecha de dicho punto el movimicnto se considera posilivo
y hacia la izquierda, negativo.

Ecuacién de la posicién. Es aquella que indica la posicion de un cuerpo con relacién al punto fijo (origen)
y que se encuentra en funcién del tiempo.

Si consideramos el movimiento de un cuerpo { sobre la recta MN y sca s la distancia medida del origen
a una posicion cualquiera de ©, el tiempo en que transcurre dicho movimiento se representa como (f).

M ud £ > N

0 t Q0 At Q

Por cada valor de 1 le corresponde una posicién a Q y por consiguiente una distancia s; por lanlo, la
distancia es una funcion del tiempo s = f(f). Sia f se le da un incremento At también s tendrd un incre-
mento As.

254
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Velocidad media

Expresa la razén de cambio de la distancia con respecto al tiempo en un intervalo de tiempo, es decir:

DY s

At

Velocidad instantanea

Es la razén de cambio de la distancia con respecto al tiempo en instante determinado, es decir, si un cuerpo
se mueve con movimiento uniforme (velocidad constante), dicha razén tendrd un mismo valor para Lodo
el intervalo de tiempo.

A la velocidad instantdnea se le denomina simplemente velocidad v, en ¢l instante f y se deline como:
¢l limite de la velocidad media cuando el intervalo de tiempo tiende a cero.

Vilooilad (= T 229
A A dt

La derivada del espacio con respecto al tiempo es la velocidad en un instante cualquiera.

EgEMPlO .
_E"’ ﬂr?ll' Un objeto se mueve a lo largo de una recta de acuerdo con la ecuacién s = r — 3¢ + 4. calcula:
:E‘ lj\ a) La velocidad instantinea.
L b) La velocidad cuando ¢ es un segundo.
¢) La velocidad a 3 segundos.
d) ;Cudndo es la velocidad igual a cero?

Selucién

) Al derivar la ecuacion dada se tiene:

s=01P-312 14
A 312 —6t
dt
.. La ecuacion de la velocidad instantinea es v= ? =376t
i
b) Para calcular la velocidad cuando f es igual a un segundo se tiene:
v=3—6t
v=3(1)—-6()=3-6
TR
S

= .. Eneste caso el objeto se mueve a la izquierda de un punto fijo [lamado origen.

255
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c) Se determina la velocidad cuando f es igual a 3 s.

v =731 —6t
v=3(32—-6(3)=27-18
v=9m/s

El objeto se mueve a la derecha de un punto fijo llamado origen.

d) Calculamos v = ().

32— 61 =0
3(1—-2)=0
=0 t,=2

La velocidad es cero cuando f es igual a0 s
y cuando f es iguala 2 s.

Relacién entre la rapidez de variacién de variables relacionadas

En este tipo de problemas intervienen variables que estian en funcion del tiempo; mediante la derivacion es
posible encontrar la relacién entre la rapidez de variacion de las variables. A continuacién describiremos
el procedimiento para ello.

1. Elabora una grafica interpretativa del problema y representa como w. x, v, £ las cantidades que varian
con respecto al tiempo.

[

Encuentra la relacion entre las variables que intervienen y que se efectiian en un instante cualquiera.
3. Deriva la expresion resultante con respecto al tiempo.
4. Enlista los datos dados y las incognilas buscadas.

5. Suslituye en la expresion resultante del tercer paso los datos dados, resuelve con respecto a las incog-
nitas buscadas.

256
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EJEMPLOS s
To;glf Jrﬂ- Un vaso de papel en forma de cono se llena con agua a razén de 2cm'/s. Si la altura del vaso es 8 cm y el
_E -"h radio de la base es 4 cm, ;con qué rapidez sube el nivel del liquido cuando el nivel es de 3 cm?
L
Solucién
a) Se traza la grifica interpretativa del problema.
El volumen de agua en el recipiente es la formula del volumen del
o cono, es decir:
| .2
v=—mrih
3
8 cm
a h — profundidad del agua
v r = radio de la superficie del agua. en el instante 1.
b)  Se forman dos triangulos semejantes, es decir:
r h
4cm  8cm
= W = 8 ] Sustituyendo en la ecuacién del volumen, resulta:
cm
1 [h e @
v==m|—| h==7|—
3 12 314
L V= il m
12
¢) Se deriva con respecto al tiempo:
s
12
d 1yt
dr 12 dt
3
W T h? o
dar 12 dt
dv 1 db
dt 4 dt
d) Se enlistan los datos dados e incégnitas buscadas.
dv 5 cm?
dt ]
h = altura en cm del nivel del agua (3 cm)
dh_,
| de
257
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¢) Al sustituir en la derivada, se tiene:

v _1_..dh
dt 4 dr
pem’ :lnme;(} }@
5
3
e R W T U L
5 dt
-:m,?'
_ N, szgﬂ

dt ?ossspm*

Cuando el nivel del agua es de 3 cm, esté sube a razon de 0.2829 cm/s.

2 ®e-Un eas escapa de un globo esférico a razén de 4 cm” por minuto; cuando el radio es de 12 cm. ;qué tan ripido
2 pa £ po 4 p
disminuye su superficie en la unidad de tiempo?

Solucién

a) Se lraza la grifica interpretativa del problema.

Escape de gas a

4
g Ao El volumen de la esfera v=—ar3
razon de 4 ¢ /min 3

La superficie de la esfera A — 47r”.

r es el radio de la esfera (12 cm) en un instante .

b) Derivamos el volumen y el drea de la esfera con respecto al tiempo.

. A=4mr?
V=—=Tr
dA dr
AN =
dt 3 dt dA_ o dr
—_ = AT —
dv g dr dt dt
clt dt

¢) Al escapar el gas, el volumen disminuye y tambié¢n la superficie de la esfera.

dA

E_ 8mar 2

dv Aqrl

dt

dA 2dv

dt rdt
258
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dos horas antes, calcula:

¢) ;Cuando no variaba la distancia entre ellos?

Solucién

1} Se traza la grifica interpretativa del problema.

N
T v, = 80 km/h g

0 @E

v, =060km O = Direccidn Oeste

Ill N = Direccién Norte

2) Al graficar con base en la pregunta del inciso a:

http://bibliotechnia.com.mx/portal /visor/webl/visor.php
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d) Relacionamos los datos dados con incégnitas buscadas.

r=12cm
E{E =4t:n13
dt min
A _,
df
¢) Sustituimos en la derivada.
A 2 dv
dt r dt
dA (2 |  em”
dr |12em min
B s
t min

La superficie de la esfera disminuye a razén de 0.666 cm’/min, es decir, 0.0111 cm/s.

3 ee-Un tren corre hacia el Norte a una velocidad de 60 km/h, otro hacia el Oesle a una velocidad de 80 km/h. Si
a las cuatro de la madrugada el segundo cruzoé la ruta del primero en el punto por el que éste habia pasado

a) ;Coémo variaba la distancia entre los trenes a las tres de la madrugada?

b) ;Como variaba la distancia entre los trenes a las cinco de la madrugada?

T, = Tren que corre hacia el Norte a una velocidad

(v,) de 60 km/h.

T, = Tren que corre hacia el Oeste a una velocidad

(v,) de 80 km/h.

A las tres de la madrugada el tren (7') se encuentra
a 60 km del punto de cruce (P), es decir, se aleja;
mientras que el tren (7)) se encuentra a 80 km de
dicho punto, es decir, se acerca. Sea z la variacién
entre los trenes en dicho instante.

1/10
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3) De acuerdo con la grifica. tenemos un tridngulo rectingulo; por el teorema de Pitdgoras se verifica la

siguiente relacion.

(HIP)? = (OP) +(ADY)?

72 =}'2+IE

4) Derivamos la expresion resullante con respecto al tiempo.

=y 4x?
dz dy dx
2z—=2y—+42x—
Z Nl
dy dx]
y—= 4+
Z_ ’Z[’ dt dt
dt Zz
dy i dx
dz g T dr
dt z

5) Relacionamos los datos dados con las incégnitas buscadas.

x=—R80km
y =60 km
g:}mﬂ
df h
4y _ o km
dx h
z =3 + 22 = J(60) +(—80)7 = /10 000 =100 km
a _,
dr

6) Sustituimos en la derivada.

v A (60 km) [60'%“

+(—80 km)[SOkf—m]
|

. “dr " dt
dt z 100 km
2 2
L 36005 gk
4 h km
== = R
dt 100 km 100 ket h

La distancia entre los trenes a las tres de la madrugada disminuye en 28 km/h.

260
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T) Graficamos con base a la pregunta del inciso b.

A las cinco de la madrugada, el tren (T)) se encuentra
a 180 km del punto de cruce (P), es decir. se aleja;
el tren (T,) se encuentra a 80 km de dicho punto y
también se aleja.

y— 180 km Sea z la variacion entre los trenes en dicho ins-
lante.

(2]
I
-3

Cl =
T‘L

x =80 km

8) De acuerdo con la grifica, tenemos un tridngulo rectingulo; por el teorema de Pitdgoras se verifica
la siguiente relacion.

(HIP)? = (OP)? +(ADY)?

2=y +x?

Q) Derivamos la expresion resultante con respecto al tiempo.

=y &
2z - = 21’-@ + Ej'gi
dt dt dt
dy dx
| el _i_ o
dz 1[} dt | di
dt 2%
\fﬁ—l— ‘cﬁ
4z " dt  dt
dt z

10) Relacionamos los datos dados con las incognitas buscadas.

x =80 km dv

=2 — 60 km/h
y=180 km dt
2 =4 ¥+ 22 = J(180) + (80)® = /38800 = 196.97 km
&, 80 km/h V3 V(B0 +(
dt & _,
dr
261
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11) Sustituimos en la derivada.

d-"|
dz Y T4 (180 km)(60 knvh) + (80 km)(80 knvh)
dt oz 196 97 km
2 2 3
dz _ 10800 km*/h+6400 km/h _ 17200 km®/h oo o 0
dt 19697 km 196 97 kifi

La distancia entre los trenes a las cinco de la madrugada, aumenta en 87.32 km/h.

12) Graficamos con base en la pregunta del inciso c.

A las tres de la madrugada el tren (7)) se encuentra
a 60 km después del punto de cruce: el tren (T,) se
70 km i encuentra a 80 km antes del mismo punto.

Cuando no varia la distancia entre los trenes am-

bos se encuentran a 70 km del punto de cruce.
80 km

70 km

Se observa que el tren (7)) avanza 10 km y el tren (7,) retrocede 10 km. ambos en el mismo instante.
Mediante la siguiente relacidn, obtendremos el tiempo requerido por ambos trenes para cambiar 10 km
de sus posiciones que lenian a las tres de la madrugada.

Sielkm — 1h
I0km — 1

(10 km)(1 h)
60 km

=0.16620.17h

Si sumamos los tiempos se liene que 3 de la madrugada mds 0.17 h, dan un total de 3.17 horas de la
madrugada.

La distancia entre los trenes no varia cuando son las 3.17 horas de la madrugada.

4 ®s-Unobrero se dirige a 9% km por hora hacia la base de una torre de perforacion que tiene 24 m de alto. ;Con

qué rapidez se acerca a la cima de la torre cuando la distancia de la base es de 30 m?

Solucién

a) Se traza la grifica interpretativa del problema.

262
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OT =x
Distancia entre el obrero y la base de la torre

o<
Distancia entre el obrero y la cima de la torre en un
instante cualquiera

b) Con base en la grifica, lenemos un tridngulo rectiangulo; por el teorema de Pitagoras se verifica la
siguiente relacion.

(HIP)* = (OP)* + (ADY)*
¥ =(24)? + a7
y? =576+ x*

¢) Derivamos la expresion resultante con respecto al liempo.

¥y =576+ x2

dv d dx
ij'E:EI‘STISJ—I-xEE

dy  Zx dx

di 2y dt

dy x dx

dt y dt

d) Relacionamos los datos dados con las incognitas buscadas.

xr=30m
L _93 kmm——9750 mh
dt 4
y=+/576+ x2 = /576 +(3)2 = /1476 = 38418 m
&_,
dt

¢) Sustituimos en la derivada.

2= ok
dty di

. El obrero se acerca a la cima de
E = lM]{_g’]sg m/h) la torre con una rapidez de
dr (38418 m 7.61347 km/h, cuando su dis-
dy tancia de la base es de 30 m.

E:.. =—7613.47 m/h =—7.61347 km/h
i

263
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5 ®e-A un estanque de agua en complela calma, se tira una piedra que provoca la formacion de ondas circulares

concéntricas; cada onda se aleja del centro a una velocidad de 20 cm/s, ;con qué velocidad aumenta la su-
perficie total del agua perturbada al cabo de 8 s7

Solucién

a) Se lraza la grifica interpretativa del problema:

El drea o superficie del circulo,
tiene por formula A = w r2.

r = Es el radio de la onda mayor.

b) Al derivar el drea con respecto al tiempo, lenemos:

A=mr?
ﬁ = 21Ii'rﬂ
dt dt

¢) Relacién de datos e incognitas buscadas:

r = es el radio de la onda mayor, es decir, en el instante

t= 85, lenemos que r = (20 em-m/s)(8 s) = 160 cm

% = es el radio de una onda que aumenta a una velocidad de 20 cm/s.
dA
!

d

?

) Al sustituir en la derivada, se tiene:

dA dr
—=2ar —
dt dt
A

== 2 (3.1416)160 cm)(20 cm/s)

% = 20106.192 cm?/s

La superficie Lotal del agua perturbada al cabo de 8 s,
aumenta a razén de 20106.192 cm’/s.

264
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Aceleracién en un movimiento rectilineo

Siendo la velocidad la razén de cambio de la posicién de un cuerpo, nos preguntamos: ;cudl es la razdén
de cambio de la velocidad? Si la velocidad en el movimiento rectilineo se define como la rapidez de

i g ; ; : ds
variacion de la distancia con respecto al tiempo v = e
H

. : . o ; div)  d%s
Si la razén de cambio de la velocidad con respecto al liempo es: T
t =

2

§ . -
se denomina aceleracion y se define como:

-

La segunda derivada

La rapidez de variacién de la velocidad con respecto al tiempo.

i dv  dis
aceleracion=a=—=—
dr  dt-

Basdndonos en los criterios para las funciones crecientes y decrecienles, en el primer y segundo
métodos para determinar los maximos y minimos de una funcidn, tenemos los siguientes crilerios que se
aplican para un instante 1 — [,

1. Sia >0, v aumenta (algebraicamente).

2. Sia < 0, v disminuye (algebraicamente).

3. Sia=0, ylav=0,stiene un valor minimo.
4. Sia <0, ylav=0,s ticne un valor miximo.

5. Sia =0y cambia de signo de (+) a (—). cuando ¢ pasa por f,. por lo tanto la velocidad (v) presenta
un valor maximo para f = f,.

6. Sia =0y cambia de signo de (—) a (+). cuando t pasa por I, por lo lanto la velocidad (v) presenta
un valor minimo para t = .

7. Siayvtienen igual signo, la cantidad de velocidad de un cuerpo (Q) aumenta.
8. Siayvtienen signos contrarios, la cantidad de velocidad de un cuerpo (Q) disminuye.

Para un movimiento rectilineo uniformemente acelerado, la aceleracion es constante: por lo que si un
cuerpo cae libremente en el vacio, partiendo del reposo a la superficie de la tierra, lo hace de acuerdo a
la ley s — 4.9¢ de donde resulta:

= ﬁ =98¢
di

a=00 A8 g
dr  di?

. . . . 1
Nota: El movimiento de caida libre de un cuerpo se obtiene de la ecuacién: s = 3 g?, donde g representa

la gravedad terrestre (9.8 m/s’), la velocidad se obliene de v — gf y la aceleracion de a — g.

265
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EJEMPLOS ©

_&ini" ; J‘ . o . 3 I .

£ }’ ®:La ley del movimiento rectilineo de un cuerpo esti dada por la ecuacion s = — t + —, delermina su
imr © velocidad y aceleracion en: 2

a) Un instante cualquiera.

b) Uninstante de t = 2 s.

¢) Un instante de t = 4 s.
Solucién

a) Para un instante cualquiera:

s=r3—!+% v=3—1
dv
& _ 3 a7
dt &
ds - a=— 6t m/
v=—03—1) m/s .o a mis
b} Cuando t = 2 s, se tiene:
=731 —1 a= 6t
=322 —-1=12-1 a=6(2)
v=11mfs ooa=12 mis?
¢) Cuando f = 4 s, se tiene:
v=73t2—1 a = 6t
v=34)2—-1=48-1 a—6(4)
v=47 mfs s.oa=724m/s?

2 ®e-Para las siguientes ecuaciones de movimientos rectilineos, calcula el espacio recorrido, la velocidad y la
aceleracion en el instante indicado.

a) .s'_r!—6r2+9.f-1-4.pam!_35.

Solucién
s=1r—6124+94+4 v=321212+9
ds dv
— =32 12t+9 —=6—12
dt o dt
Sit =3 s, se liene: Sit =3 s, se tiene:
dav ..
v:£3(3]z —12(3)+9 a=—v6[3)2—]2
dt dt
y=27-36+9 a=18-12
[— v =0 m/s? s a=6mls?
266
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Para t =3 s, lenemos:
s=1—6r+9t+4
s=03P-603)+93)+4
s=27-54+27+4
s=4m

b)) s =120r — Iﬁfz,parar—ﬂs.
Solucién
v=120r— 32
s=120r—16¢* & 3
ds dt
Si t =6 s, tenemos: Para t =6 s, lenemos:
170 — 2
v=%120-326) e
dt 5=120(6)—16(6)* = 720 — 576
v=120—192 TR
v=—T2 m/s
c) s—w"_—l- ara { =4
J_ P
Solucién
4
S=\{’§+——-—
Jar
e T e
Aoy (@) 2 A om
g 1 2 -2
dt Ju w2 u
Sit =4 s, tenemos:
- = =,
_ds_1-2_ 42 2 _ 03535
d 2t 2J24) Z8
=2
2t
267
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dv ""'{E“]'_"‘Z?[-L-+@] 2@—{:—2)[’2@

dv Ja i
dt (r2r)° 22t
_ 3t 6of — 32

(- =] S +—=

a 5 ]= =

dt 213 3
1(2t) + 61 — 32

dv 2t =

dt 243 e

Sit =4 s, tenemos:

dv  6t—12 G4 —(4)2 24-—16 8

a = 0.0220 m/s?
Para r = 4 s. tlenemos:
5= -\.@ + i
2t

para las siguientes funciones.

a) s = 16 — 64t + 64

Solucién

ds ;
Primero se deriva la funcion s lo que resulta: i 32t —o64

. ds
Siv=—=10, tenemos:

32r—64 =0

32t =64
i‘=6—4~=23

3

268
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Tdt 20 24P 23 12848 1288

3 ®e-Calcula el espacio recorrido y la aceleracion en el instante en que la velocidad se anula por primera vez,

Para t =2 s, lenemos:
s=1617 — 64t + 64
§s=16(2)2 —64(2)+ 64

s=64—-128+064
s=0m
v=232r—64
LT
dt
ﬁ=ﬂ=32 m/s?
dt
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b) s =48 —r
Solucién

: . 27 ds
Primero se deriva la funcion s lo que resulta: o 481317
14

g=A48t—¢ Para r = 4 s. lenemos:
O
ﬁ=48—3;3 5 =48t 1
dr s=48 (4)— (4P =192 -4
Siv=%=0. lenemos: . 5=128m
483 —0 AR
-3 =48 oL ()
g s
."1'=_—=]6 :ﬂ:—ﬁﬂi
-3 a = (4)
F=+4s a =—24 mis*

4 ®e-Sc deja caer una pelota desde lo alto de la torre Eiffel (Paris, Francia) que tiene 300.5 m de altura, jcuédnto
tiempo tardard la pelota en llegar al suelo y cudl es su velocidad instantianea cuando toca el suclo?

Solucién
Datos Formulas Sustitucion
= n I 3 5]
s = 300.5 m (altura) gl 3005 m— L (9.8 m/s?) 2
2 —9.8 m/s? 2 2
=" =% p_ 0005 a)2)
- di 9.8 i /s’
' 2 —61.326 52
t—+7.831s

S ,
Sis=— at? setiene:

1 Para r = 7.831 s, lenemos que:
s=—(9.8) £
2 v=08r=938(7.831)
s=4912 v="T6.7438 m/s
ds —_08¢ Resultado
dt
ds v = —76.7438 m/s ya que la pelota va hacia abajo.
V= d_ =981
!

5 ®e-Una piedra que se mucve segtin la ley s — 64f — 8¢, se lanza hacia arriba si s se mide en pies y f en segundos.
' encuentra:

a) Su posicion y velocidad después de 2 s y después de 3 s.

b) ;Qué altura alcanza?

= ¢} ;A qué distancia se movera al cabo del cuarto segundo?

269
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Solucién
a) Para =2 s, se liene: Para r =3 s, se liene:
s=641-8¢ 5 =641 — RF
5 =64(2) —8(2) s =64(3) —8(3)*
§=128—32 §=192—-72
§ =96 pies . 5=120 pies
v =64t — 82 v=64—16¢2
E:M—lﬁ! v=64—-16(3)
clt v=064—48
ds i :
v=—=064—-16(2) o v=12 pies/s
dt
v =732 pies/s

b) La maxima altura se alcanzari cuando v = (), es decir:

v=64-17 Para t =4 s, se liene:
64—161 =0 s =64r—81*
~16=—64 5 = 64(4) - 8(4)°
tzﬁ s=25%—128
—16 5 =128 pies
1=4¢%

¢) En el cuarto segundo:

5= 641 — 8

5 = 128 pies indica que alcanza su maxima altura y empieza a descender.

; t* ; — ; ;
6 ®e:Un coche que se mueve segiin la ley s =144 12 — — hace un recorrido en 12 min, si se mide f en minutos
y § en metros, encuentra: 4

a) ;Qué distancia recorre el coche?
b) ;Cuadl es su velocidad maxima?
¢) ¢ Qué distancia ha recorrido el coche cuando alcanza su velocidad maxima?

Solucién

4
a) s=144 IZ—%. para = 12min se tiene:

(12)*

s =144(12)* — =20736—-5184=1552m

El coche recorre 15 552 m en 12 minutos.
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b)
, 1
s=1441r ——
4
E=28£~: r—{l](m‘-‘}
dt 4
y=2881—1
ﬂ — 288 — 312
dt

Cuando a = 0, se ticne:

288 32 =0
31> =288
#=S0n

t=+9.79s } Tiempo crilico

Valor un poco menor Valor un poco mayor
=9 t=10
@=288—3r2 ﬁ=28'8—31f2
dt dt
ﬁ=23:S—?1|f‘:1)2 ﬁ= 288 —3(10)*
dt dt
ﬁ=23E§—243 ﬁ=288—3f.}0=—2
dt dt
s B By
dt Miximo dt K
v=288 r—1
v = 288(9.79) —(9.79)* .. El coche alcanza su maxima
v—72819.52 _938.31] velocidad a los 9.79 min y es
de 1881.21 m/min.
v—1881.21—
min

¢) Su mdxima velocidad es cuando t = 9.79 min: entonces:

14
s =144 ——
4

34

s=144 (9.79)2 — ©.79)

s =13 801.5504 — 2 206.522876
y=11505.02752 m

.. La distancia recorrida por el coche cuando alcanza su velocidad maxima es 11 505.02752 m.
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EJERCICIO 22

s |. Resuelve los siguientes problemas y en plenaria discute tus resultados.
Aty e . Una lampara de arco cuelga a la altura de 3 m directamente sobre un camino rectilineo y horizontal.
N Si una persona de 1.70 m de alto se va alejando de la limpara a razon de 60 m/min, ; cudntos metros
Competencias por minuto se alarga su sombra?
Oencencas
Com , 2. Un punto se mueve sobre la pardbola y* = 16x, de manera que la abscisa aumenta 2 cm por segundo,
disciplinares Jen qué punto aumentan la ordenada y la abscisa a la misma razén?

3. Una escalera de 16 m se apoya contra un edificio. encuentra:

a) La velocidad a la que se mueve el extremo superior cuando el inferior se aleja del edificio a una
velocidad de 1 m/s y se encuentra a una distancia de €l de 10 m.

b) La velocidad a la que disminuye la pendiente.

4. Untren que sale a las 7 horas de la mafiana se dirige hacia el Este a una velocidad de 63 kilémetros
por hora. mientras que otro, que sale a las 8 horas de la misma eslacion, se dirige hacia el Sura
una velocidad de 80 kilémetros por hora: encuentra la velocidad a la que se separan ambos trenes
al mediodia.

5. Un barco, cuya cubierta estd a una distancia de 15 m por debajo de la superficie de un muelle. es
arrastrado por medio de un cable unido a la cubierta y que pasa por una argolla situada en el muelle.
Si se sabe que cuando el barco se encuentra a una distancia del muelle de 36 m y se aproxima con

una velocidad de E m/s, encuentra la velocidad del extremo del cable.

6. El radio de la base de cierto cono aumenta a razon de 5 cv/h y la altura disminuye a razon de 6 cm
por hora, calcula como varia el drea total del cono cuando el radio mide 12 cm y la altura 36 cm.

7. El gas contenido en un globo esférico se escapa a razdn de 500 cm’/min, en el instante en que el
radio es de 12.5 cm, determina:
a) ;Con qué rapidez disminuye el radio?
b) ;Con qué rapidez disminuye ¢l drea de la superficie?

8. Una via del ferrocarril cruza una carretera bajo un dngulo de 30%; una locomotora se encuentra a 320 m

del crucero y se aleja de él a una velocidad de 150 km/h; un automévil se encuentra a 320 m del crucero
y se acerca a ¢l a una velocidad de 75 km/h, ja qué razon se altera la distancia entre los dos?

9. Una placa circular de metal se dilata por el calor, de manera que su radio aumenta con una rapidez
de 0.1 min por segundo. ;con qué rapidez aumenta ¢l drea cuando el radio es de 25 mm?

i - . - - 3 -
10.  Un tanque cilindrico vertical de 8 m de radio. se llena de agua a razén de 12 m’/min. Encuentra la
variacion de la altura del nivel del agua con respecto al tiempo.

11. Un nifio eleva un papalote a una altura de 250 m, si se sabe que el papalote se aleja del nifio a una
velocidad de 40 m/s, determina la velocidad a la que suelta el hilo cuando el papalote se encuentra
a 400 m de distancia del nifio.

12.  Un foco de luz estd situado en la cispide de una torre de 80 m de altura, desde un punto situado a
20 m del foco y a su misma altura se deja cacr una piedra, suponiendo que cae segiin la ley 5 = 16¢°,
determina la velocidad a la que se mueve la sombra de la piedra sobre el suelo un segundo después
de empezar a caer.
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13.

14.

15:

16.

Iz

18.

19.

Andlisis de funciones

El espacio recorrido por un automévil sobre una carrelera horizontal con respecto a un punto

T N— : " 3t
fijo esta dado en [uncidn del tiempo (), por la ecuacidn s = e 2263 + 2212 + 721, Calcula el

“

intervalo de tiempo en el que el automdévil marcha en sentido contrario al inicial.

Una particula se mueve a lo largo de una linea horizontal de acuerdo con la ley
s =2 — 4F + 6 — 121, determina:

a) ;Cuidndo aumenta la velocidad y cudando disminuye?
b) ;En qué instanle cambia el sentido del movimiento?
c) El espacio total recorrido en los tres primeros segundos del movimiento.

Una particula se mueve de acuerdo con la ley s — 27 — 127 + 10 a lo largo de una recta, donde
(5) se mide en pies y (f) en segundos, calcula:

a) Su velocidad cuando t = 2 s,

) Su velocidad cuando t = 4 s,

¢) ;Cudndo es la velocidad igual a cero?

Dadas las siguientes ecuaciones de movimiento rectilineo, calcula el espacio recorrido, la velo-

cidad y la aceleracion en el instante indicado.

a) s=3r —t parat=3 Vi 5:%
¥+3
b) s=8f—4f parat=>5 i+

& o ST, i g) 5=100 — 4t — 8F, parat =3

hy s=6F —2f parat=1
d) 5=+/t+35, parat=4 P

) s=16F — 20t + 4, r=:32
e) s=3t"—0t+4, parat =1 o i

Dadas las siguientes ecuaciones del movimiento rectilineo, calcula el espacio recorrido y la
aceleracion en el instante en que la velocidad se anula por primera vez.

a) s=FP+3F-0t+4 d) §=20—3"—120+8
' g =t kL,

b s=—s N
. 12

c) 5= 16Ff — 64t 4+ 64 n s=3:+]—H

Una pelota se lanza hacia arriba en forma vertical siguiendo la ley 5 = 25¢ — 5¢, si s se mide en
metros y f en segundos, cncuentra:

a) Su posicion y velocidad a los 3 s.
b) ;Cual es su maxima altura?

Se deja caer una moneda desde una altura de 220 m. determina la velocidad instantdnea de la
moneda cuando alcanza el suelo.
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20. Una pelota se deja caer de lo alto de un edificio que liene 555 pies de altura, ;cudnto tiempo le
tomard a la pelota llegar al suelo y con qué rapidez llegara? (toma la gravedad terrestre como
32 pies/s’).

21. Sec deja caer una piedra de una torre de 220 pies con una velocidad inicial de (—22 pies/s). en-
cuenlra:

a) ;Cual es su velocidad después de 3 s7

b) ;Cual es su velocidad después de caer 108 pies?

R I R I O R I I I

22.  Se arroja una moneda a una alberca desde una altura de 100m; un segundo mas tarde se lanza
otra moneda desde una altura de 75 m, ;cudl de las dos choca primero con la superficie del
agua?

TEEEEE

23. Para calcular la altura de una torre, una persona deja caer una piedra de la cispide de una lorre
sobre una piscina en el suelo, ;cudl es la altura de la torre si el impacto con el agua se observa a
. los 6.8 s después de arrojar la piedra?

24.  Un automévil hace un recorrido en 54 min, moviéndose de acuerdo as — 12F — 18F + O —
midiendo (s) en kilémetros y (f) en horas, encuentra:

b3 |

a) ;Qué distancia recorre el automévil?
by ;Cual es su velocidad maxima?
¢) ;Qué distancia ha recorrido el automdvil cuando alcanza su velocidad maxima?

25. Dos méviles tienen a lo largo del eje x las siguientes posiciones: s, = 61 — F y 5, — — 41,
determina:

a) (Enqué instante tendrin igual posicion?

b) ;En qué instante tendrdn la misma velocidad?

¢) ;Cuidl sera la velocidad de cada movil en el instante t = 2 57
d) ;Cudndo se mueven en la misma direccion?

OVaﬁﬁ:atusmwltﬂdOﬁanlanndampuastas.-c-o-o-ot+ot-+--' ---------- .

Problemas de optimizacién sobre mdximos
y minimos, dreas y volimenes

La mayoria de los problemas estudiados en cilculo se han presentado en forma de ecuaciones. Pero en
los problemas de fisica, ingenieria y economia que no estan formulados en términos de ecuaciones malte-
milicas, es necesario elaborar un planteamiento que indique el proceso de solucion.

Las expresiones como el menor costo en el menor tiempo, el mayor volumen, el tamaiio éptimo, la
menor drea. la mayor ganancia, la menor distancia, el mas alto voltaje. la mayor productividad, el menor
esluerzo; en todos los casos nos referimos a valores midximos y minimos.

Existen varios pasos a considerar en la solucion de este lipo de problemas, por ejemplo: la representa-
cion grifica que interprete el problema dado, la simbologia literal para las cantidades conocidas y para las
cantidades por determinar, hacer el planteamiento matematico en términos de una variable independiente,
hacer la sustitucion en la ecuacién de los valores conocidos y los desconocidos. realizar las operaciones
y obtener los resultados requeridos.
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Como lo anterior es bastante dificil, es necesario apoyarnos en las siguientes instrucciones:
1. Se detemina la funcidn cuyo maximo o minimo se desea obtener.

2. Si la expresion planteada contiene mas de una variable, las condiciones dadas del problema nos
proporcionarin suficientes relaciones entre las variables para que la funcién se exprese en (érminos
de una sola variable independiente.

3. A la funcidn resultante se le aplican las reglas del primer método para el cilculo de mdximos y
minimos.

4. Es necesario construir el esquema de la funcion para comprobar los resultados obtenidos. Es conve-
niente recordar que en los problemas de optimizacidn se aplican todos los conocimientos del cilculo
diferencial, por lo que su prictica permile fijar aprendizajes razonados y creativos.

EJEMPLOS .
o

emp

A 5 i . -
i -‘F 4_!-Encucntra dos niimeros positivos cuyo producto es 288 y que la suma del doble del primero mas el segundo
= §'  sea minima.

i

Solucién
Sea x el primer nimero

Sea y el segundo nimero

La ecuacién de la suma minimaes: 4 = 2x +v (1)
La ecuacion que establece el producto de los dos nimeros igual a 288 es xy = 288 (2)

288

X

De la ecuacion 2 se liene: y=

Al sustituir la igualdad en la (1), tenemos:

Beu 288 Aplicando el primer mélodo para determinar
H=2x+—
x miximos y minimos relativos, resulta:
ﬁ o | 2818
dx e
2
2
i
2x ﬂEES _0
F
2x2—288=0
2x? =288
,_ 288
2
=144

x==412 } Valores criticos
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Al analizar el valor critico de x = 12, se liene:

x=11 x=13

0y 8 44 _ 5 osg

dx v dx

du 288 du__, 288

dx (11)2 de (137

du_, 288 5 538 du_, B8 5 04
dx 121 dx 169 )
du du

dx ? Minimo dx ?

Cuando x = 12, lenemos un minimo cuyo valor es:

=g
X
)
u—202)+ 28
12
u=24+24—48

Existe un minimo igual a 48.

Confirmando la existencia del minimo, tenemos que el primer nimero buscado ¢s x = 12; sustituyendo
en la igualdad de la ecuacion 2, se obtiene el segundo niimero:

G20 2B .
X 12
Sustituyendo los valores x = 12 y v = 24 en las ecuaciones | y 2, se comprueban las condiciones del
problema:
u=2x+y (1) xy =286 (2)
u=2(12)+24 (12)(24) =288
=48 288 =288

Los niimeros buscados son 12 y 24

2 ®e-Encuentra dos nimeros positivos que sumados sean igual a 10 y que el cuadrado de uno por el cubo del otro
dé el producto miximo.

Solucién

Sea x el primer niimero

Sea y el segundo nimero

La ecuacion que establece la suma de los dos niimeros igual a 10, es: x +y =10 (1)

La ecuacion del producto miximoes u =Xy’ (2)

De (1), seticne: y = 10 —x
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Al sustituir la igualdad en (2), lenemos:
u=x310—x)
du
du

du

5x* —82x* +300x% =0

Sxl(x—16x+60)=0
5x2=0 x> —16x+60=0
=0 (x-10)(x—-6)=0

x; =10

por tanlo, se analizan los valores criticos en x, — 10 y x, — 6.

Un valor un poco menor

Andlisis de funciones

Aplicando el primer método para determinar

los mdximos v minimos, resulta:
— = 2[2(10 —x)X(—D]+ (10— x)*(3x?)
dx
-5_ = —2x310 —x) + 3x2(100 — 20x 4+ x%)

= = —20x% 4+ 2x* 4 300x2 —60x3 + 3x* = 52 — 8027 + 30042

x—10=0 xr—6=0

x;="56

Como los nimeros buscados deben ser positivos y x;, — 0 no se satisfacen las condiciones del problema;

Un valor un poco mayor

=9 F=11
du_ ses —80x7 130022 4 _ 5+ —80x7 + 30047
dx dx
44 _ 59y — 8009y + 300092 44 _ 511y —s0011)* + 3000112
dx dx
du du
— =32805-583204 24 300 — =73 205106 480 + 36 300
dx dx
du du
—=—1215=C —=3025=C
dx % Minimo dx ?
Este resultado no interesa ya que se busca un maximo.
Parax =6
Un valor un poco menor Un valor un poco mayor
x==H "7
o 5x* —80x* + 300x2 % = Sx* — 80x" 4 300x?
du " . 5 du " . 2
— = 5(3)" —80(5)" 4 300(5)* —=5(7y* —80(7)" + 300(7)
dx dx
g"'-'.-:3iZS—IOCII)U'—f—'?50(:' E';-'!-:12Ulifl.‘i—E',T"44J3+14TI'II)G
dx dx
l ﬁ=~‘.525= . E=—?35 =)
—_— dx Miximo dx _)l
277

http://bibliotechnia.com.mx/portal /visor/webl/visor.php

910



14/2/2017

Bibliotechnia -

4 UNDAD

CAICIRG DIFEREMNCIAL

Cuando x = 6 tenemos un maximo cuyo valor es:

w=x(10—x)?

u=(6)*(10—6)* . Existe un miximo igual a 3 456.
u="216(4)* = 216(16)

u = 3456

( . . . . — y i . .
Al confirmar la existencia del mdximo se tiene que uno de los nimeros buscados es x — 6. al sustituir en
la igualdad de la ecuacion | se obtiene el segundo nimero:

y=10-x=10—6=14

Al sustituir los valores x = 6 y y = 4 (1) y (2), se comprueban las condiciones del problema:

x+y=10 (1) u=x'y? 2)
Git=H u= (6@
10 =10 u=3456

Los nimeros buscados son 6 y 4.

3 ®e-De una picza cuadrada de hojalala cuyo lado mide 64 pulgadas, se desca construir una caja abierta por
arriba del mayor volumen posible, cortando de las esquinas cuadrados iguales y doblando hacia arriba Ia
hojalata para formar las caras laterales. ; Cudnto debe medir cada lado del cuadrado que se recorta y cudl es
el volumen maximo?

Solucién

a) Se traza una grafica que representa al problema:

64 pulg

e e

Sea: x la longitud del lado del cuadrado pequefio, es decir. la altura o profundidad de la caja.

64 — 2x la longitud del lado del cuadrado que forma el fondo o la base de la caja.
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El volumen de la caja se determina por la ecuacion:

Volumen = (Area de la base)(Altura)
Aplicando el primer método para calcular

v=(64 —2x)1(x) . s
miximos y minimos, tenemos:

dv . i
— =64 —2x) —x(2 —2x) (-2
( XP —x(2)(64 —2x) (—-2)

dv

D (64— 2xP —4x (64 —2x)

o XYy x X

% — 4 096 —256x +4x> — 256 + 8
X

dv

& 1222 —512x+4 096
ti].-

12x* —512x+4 096 =0
(x—32) (12x—128)=0
x—32=0 (12x—-128)=0
x, =32 12x=128

128 32
=
12 3
x, =10.667
Para x = 32
Un valor un poco menor Un valor un poco mayor
ﬁ=]2x3—5]21+4(}';"1':'~ %=|23’1—5|2x+4 096
x
Y 12031y dy 2 -
P (31)" —512(31)+4 096 5212(33) —3512(33)+ 4 096
£=11532—IS 872 +4 09 ?_:]3063_15395.;4(}95
x dr
dv ;
E:—QM:E) ﬂzgﬁgz@
L Minimo dx JA
Este resultado no nos interesa, ya que buscamos un mdximo.
Para x = 10.667
Un valor un poco menor Un valor un poco mayor
x=10 x=11
ﬁ=12,r1—5‘12x+4 096 ﬁ=12_1.'2—.‘5111r—|—4 096
dx dx
dv 2 dv 2
— =12 (10) —512(10)+ 4 096 —=12(11)" —512(11)+ 4 96
dx dx
dv dv
—=1200-5120+4 096 —=1452-5 632+ 4 09
dx dx
ﬂ=1".-'-£~={—i31 £1'J—=—84=|E}
dx L. Miximo dx s
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Cuando x = 10.667, tenemos un médximo cuyo valor es:

v=(64 —2x)(x)

v=[64— 2510-66?)]2 (10.667) .~ Existe un médximo igual a
3

v = (18020.3876)(10.667) 19 418.07406 pulg’.

v — 10418.07406

3 :
.. El lado cuadrado que se recorta debe medir x = ?2 = 10.667 pulg.

para que la caja tenga un volumen méximo de 19418.07406 pulg’.

4 ®@s:Encuentra la altura del cono de volumen méximo que puede inscribirse en una esfera de radio r.
Solucién

a) Se construye una grifica interpretativa del problema:

Sea h la altura (AC) del cono.

arih
o

Si P = (AC)CD) = h(2r — h)

Al sustituir en la ecuacion del volumen, lenemos:

T rih
V=
3
. T h(2r—h) h
n 3

T . Aplicando el primer método para calcular
v=— h(2r—h) . .
3 maximos y minimos, lenemos que:

& Ty +EQr—h2h
dh 3 3
dv‘__7rh2+4?rrh_21rh:
dh 3 3 3
ﬂ_-ﬂl?rr.’i_,if?rhz
dh 3 A
41rrh_7rh2=0
———i] 3
280
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b) Se analiza el valor critico h = 4—; lo que resulta:

Un valor un poco menor

h=r
dv dmwrh :
—= —w I
dh 3
ﬂ=4ﬂ' r (r)_;q-(nl
dh 3
dv 4w r? "
—= —Tr
dh 3
dv  w r?

E_szf

Maximo

Analisis de funciones

Un valor un poco mayor

ﬁ
h .
3
dv_4mrh g
dh 3
Sr
P‘i_4ﬂ r[g]_ S_r]z
dh 3 3
dv  20m r’ 25w e
dh 9 9
dv St r?

a9 25?

y= -?5-111(2,"—!1}

9
=

y pueda inscribirse en una esfera de radio r.
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Cuando i = — lenemos un maximo cuyo valor es:

V= " .4_{] [Zr_ﬁ
3 3

1612 ][6r—4r

|

- Lo
319 /13
3

4r Z
La altura del cono debe ser h = T para que lenga un volumen mdximo de

327 A
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5 e@e-Encuentra el radio y la altura del cilindro circular recto de volumen méximo que puede inscribirse en un
cono circular recto que tiene un radio de 5 em y una altura de 9 cm.

Solucién

a) Se lraza una grafica interpretativa del problema.

Sea v = 7 r~ h, volumen del cilindro
A E = 9 ¢m, altura del cono

' = 5 cm, radio del cono

h =9 — E, altura del cilindro

r = radio del cilindro

=]

, ”
L
“w .

ocm

Con base en los triangulos ABC y ADE por ser semejantes, se tiene:

9 9—h
5
. 9—h) } Sustituyendo en la ecuacién
9 del volumen, resulta:
v=mrth

lsw-mf
V=T h
9

lzsm—ml]
=mn|— .‘1
9

257 h(9 — h)? } Aplicando el primer método para calcular
I.J —_—,———————————

21 los mdximos y minimos, se liene:
dv 25wh 5 2T
— = 239 — h)(—1 9 —h)y——
ah 21 (2) (—1) +( ) 31
L L I VBV
dh 81 81
dv 4507 h S0Th? 450 h 257 K
dh 81 81 81 81
dv 900w h 75w A2
— =257 — +
dh 81 81
282
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900w h  T5w h?
- +

257 =0
81 81
2 0257 — 9007 h+ 757 h? 0
81 B

2 0257 —9007 h+ 757 h* =0 } Por férmula general para ecuaciones de segundo grado

900w + \.’8]0 0007 — 4(757) (2 025m)

h
2(757)
. 2007 + V202 50072 9007 + 4507
1507 150
13504
=504 =
Valores criticos
h, = % =3
21504

b) Sec analizan los valores crilicos para obtener el maximo:

Parah =9

Un valor un poco menor Un valor un poco mayor

= h=10

» 2 1 3
dv =25ﬂ_9007r.‘1 _I_'}'S?Th ﬂ=25w—gm“h+?5""k
dh 81 81 dh 81 31

: y 2
dv 95— Q00m(8) p 75 (8) dv _95r— 900m(10) 4 T3w(10)
dh 81 81 dh 81 81
2

dv_ e 7200w 4 800x dv_ e 9000m , 7 500m
dh 81 81 dh %1 81
dv_ 315w dv _ 525w .,
4 9 ? Minimo dh 8l _\}J

El resultado anterior no nos interesa ya que buscamos un maximo:

Parah —3

Un valor un poco menor Un valor un poco mayor
dv 900w h 757 K? dv 900w h 757 K?
=0 — + — =257 — 35
dh 81 81 dh 81 81

2 ; 2
dv _ 950 900(2) 3 T15m(2) dv 25— 9007 (4) P T3m(4)
dh 81 81 dh 81 81
dv 18007 300w dv 36007 12007
dh 81 81 dh 81 81
ﬁ_ﬂfm’__!_ dv 3w
dh 8l _? Miximo dh 81

283
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Cuando /i = 3 se tiene un maximo cuyo valor es:

257 h(9 — h)?
V=

81
g _ 25739 -3y  T5w(6)*  757(36)
B 81 - 81 8l
G 27007 3007 100w
81 9 9
i : g 1007 .
La altura del cilindro debe ser i — 3 cm para que tenga un volumen maximo de cm-

5(9—n)

Para calcular el radio se sustituye el valor de i = 3 cm en la ecuacion r = . lo que resulta:

_509-3)_30_10

—=—cm
9

3

L s : ; 1007
El volumen miximo del cilindro inscrito en el cono dado es de cm-.

’ 10
lo cual ocurre cuando el radio es de 3y la altura de 3 cm.

& ®s-En un instante determinado, un buque (M) se encuentra a 130 km al Este de otro buque (N). M empieza a
navegar hacia el Oeste con una velocidad de 20 km/h, mientras que N lo hace hacia el Sur con una velocidad

de 30 km/h. Si las rutas iniciales no se modifican, encuentra el tiempo que transcurrira hasta que la distancia
que los separe sea minima y calcula dicha distancia.

Solucion

@) Se traza la grifica interpretativa del problema.

Mo ¥ N, Sean: M, y N, las posiciones de los buques en el
H—=2IN = B instanie inicial.

' M, y N, las posiciones de los buques  horas
mas larde.

! La distancia recorrida por M en t horas es de 20t
kilometros y la recorrida por N es de 30¢ kilémelros.

1 H

La distancia entre los buques H se determina por el teorema de Pitdgoras, es decir:
H* = (301" + (130 —20¢)"; aplicando el primer método para calcular los miximos y minimos rela-
tivos, resulta:

H? = (3002 + (130 — 201)*
2H{iTH = 2(306)(30) + 2(130 — 201)(—20)
i
dH 1800 —5 200+ 800t 2 6007 —35 200

| 2H 2H
dH 13001 —2 600
= di H
284
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13000-2600
H
1 3001 —2 600=0
1300 =2 600
-
1 300

=2 } Valor critico

Analizando el valor critico resulta:

Un valor un poco menor Un valor un poco mayor
=1 =3

ﬁ_]BOﬂr—ZGﬂO ﬁ_]SOﬂr—Eﬁ(}U

dt H dr H

ﬁ_{] 3000(1)—2 600 ﬁ_ (1 300)(3)—2 600

dr H dr H

ﬁ__ISGO__ d__IEOG_

dt H (i Minimo dt H ?

Cuando ¢t = 2 se liene un minimo cuyo valor es:

H? =(301)? + (130 —20r)?
H? =[30)] +[130—202)]
H? =3 600+ 8 100—=11 700
H—+108.16

La distancia minima entre los buques es de 108.16 km y se produce
2 horas después de iniciarse el movimicnto.

7 ®e:Sc supone que la resistencia de una viga de seccion transversal rectangular es directamente proporcional
al ancho y al cuadrado de la profundidad, ;cudles son las dimensiones de la viga de mayor resistencia que
puede aserrarse de un tronco redondo de 36 pulgadas de didmetro?

Solucién

a) Se traza una grifica interpretativa del problema:

Sean x, ancho
v, profundidad
Por el teorema de Pitdgoras tenemos que:
d* = x* + ¥, como el didmetro es de 36 pulgadas
resulta: x* + y* = (36 ox* + y* = 1296 (1)

La viga tendrd resislencia mdxima cuando la funcidn
7 . —
flx)=xy"  (2) sea maxima.
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De (1) se despeja ¥ y se sustituye en la (2), se obtiene la funcién en términos de x.

(1) x*+3y* =129 2) flx)=x?
y? =1296—x? f(x)=x(1296 —x?)

Al aplicar el primer método para calcular los mdximos y minimos, resulta:

f(x)=x(1 296 —x?)
flxy=1296x—x*
fl(x)=1296 —3x?

1296—3x*=0
—3x2=-1296
s =
x=+20.7846
Considerando el valor critico positivo, se tiene:
x=20.7846
Un valor un poco menor Un valor un poco mayor
x=20 =21
f)=1296—3x2 fl(x)=1296—3x2
ff(x)=1296 —3(20) fl(x)=1296—3 (21)
f(x)=1296—1200 fl(x)=1296-1323
['(x)=96 = Fi=—21=0
\t Miximo 2

Cuando x — 20.7846, se tiene un maximo cuyo valor es:

fix)=1296— 13

f(x) = 1296(20.7846) — (20.7846)}
f(x) = 269368416 — 8978.9388
fix)=17957.9028

Existe un maximo en 17957.9028.
Como nos piden las dimensiones, se tiene que:

Ancho Profundidad
x = 20.7846 pulg y2=1296—x
y=+1296 —x%
y=+/1296 —432
y=+/864
—_— . y=29.3938 pulg

286
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8 ®e-Encuentra las dimensiones y el volumen del cilindro recto circular miximo que se puede inscribir en una

eslera de radio a.
Solucién

a) Se traza la grifica interpretativa del problema:

Sean r, radio del cilindro
f, altura del cilindro
v = m r* h el volumen del cilindro

Al aplicar el teorema de Pitdgoras en el triangulo rec-
tangulo sombreado. se liene la siguiente relacion:

h 3

ar=r? +[5] de donde:

, h* | Sustituyendo en la ecuacion

Frefr——
4 de volumen, tenemos:
v=mr’h
;i Al aplicar el primer método para calcular
el 4 ' | méximos y minimos se liene:
. 2
e m| |a® . +.’z[—~2—"—!-
dh 4 4
dv 5 R T 5
—=m|a*———— |=n|la-—
dh 4 2 4
2
= 3w h _p
2
B 3mh -
4
—3w h2 =—4a’n
froh ﬂ — 4_‘12
34 3
2
h=1+ e

V3

Al analizar el valor critico positivo, resulta:

]
|
Sy

Un valor un poco menor Un valor un poco mayor

h=a .J,:}_”
J3

287
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.ﬁzal _3?-‘-.:]1 ﬁ: 5 _3?r.‘l:"
dh 4 dh 4
3a i
dv 3w (a)? 3 W[‘. ]
—_— =
dh 4 L. V3
dh 4
LU s E—az 9a’ T
dv , am dv 5a*
— =T ——= —=a'T— =
dh 4 (_E Miiximo dh 4 5)
2a
Cuando i = —= se liene un maximo cuyo valor es:
J3
2
V=" uz—h— h
4
2a}’
s I3
B 12 |3
3 )3
. 47ad
_—3-4"1_%
4wa

Se tiene un volumen miximo de

Como se piden las dimensiones, se liene que:

Altura Radio
2a ; - HE
h=—+ =g ——
i3 4
&l
ri =a? V3
4
;*'1—411—4—ﬁ2=2 T
12 3

Las dimensiones del cilindro para un volumen maximo de v=

.-‘1—& Fi= ga
BITN3"

288
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©Q ®e:-Encuentra las dimensiones del cono recto circular de volumen minimo que se puede circunscribir a una

esfera de 12 cm de didmetro.
Solucién

a) Se traza la grifica interpretativa del problema.

Sean x = radio de la base del cono.
¥y + 12 = altura del cono.

V= X '; L) Volumen del cono.

Con base en los tridngulos ABC y DBE por ser semejantes,
se tiene:

AARC: Cateto opuesto (y + 12)  ADBE: Cateloopuesto (q' ¥ — 144]

Cateto adyacente (x) Catelo adyacente (12)

X y+12
—_—— Al elevar al cuadrado, resulta:

12 /y?144
2y
144 2144
@ 144(y +12)2 144(y +12)

CHTG-12) y-12

Al sustituir la anterior igualdad y la altura (v + 12) en la ecuacion del volumen, resulta:

2

r

mrih
V=
3
A RO D o 1)
y—12
V= :
3
144 7 (y+12)2 Al aplicar el primer método para calcular
a Hy—12) los miximos y minimos, se liene:
dv 3(y— 12)[1447 (2) (y +12)] — 144m(y +12)*(3)
dy [Boy—12)f
dv  864m(y+12)(y—12) —432x(y +12)?
dy 9 (y—12)
dv Im (y—12)[96 (v —12)—48 (y +12)]
dy Fy—12p
dv_ w(y—12)(%6y—1152—48y—576)
dy (y—12)
289
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dv  wly+12)48y —1728)  48m(y +12)(y—36)
dy (y—12)2 h (y—12)
48x(y +120y—36) 0
(y—12)
487 (y+ 120y —36) =0
y+12=0 y—36=0

y=—12 ¥, =36 } Valores criticos

Se analiza el valor critico positivo, lo que resulla:

Un valor un poco menor e Valor un poco mayor
y=35 y=37
dv  4A8w(y + 12}y — 36) dv 48w(y+12)y—36)
dy (127 dy  (y-—122
dv  48w(35+-12)(35—36) dv  48mw(37+412)(37 — 36)
dy (35127 dv (37—12)
dv  4A8T(47)(—1) dv 48m(49)(1)
dy (23 dy (257
dv 2256 dv 2352w
dy 529 dy 625
v _ o W
dy CE Minimo dy &
S
Cuando y = 36, se tiene un minimo cuyo valor es:
1447(y +12)*
=T 3y-12)
o 144m(y+12)* : 48m(48)° — 20(2304)
Hy—12) 24
v= 46081
Existe un minimo en v = 4608 7.
Como nos piden las dimensiones del cono, se liene:
Altura Radio
y+12 o 1446412
36+12=48 y—12
La altura del cono es de 48 cm. 12— 14436 +12) o 144(48)
36—12 24

x? =288
x? =288 = /144(2) = 1242 cm

Las dimensiones del cono para un volumen minimo de v = 4608 7 cm’ son:
altura de 48 cm y radio de 1242 cm.

290
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10 @+ Encuentra las dimensiones de un recipiente cilindrico de latén, de 1200 pulg’ de capacidad, que requiere la
menor cantidad de metal (drea total).

Solucién

a) Se traza una grifica inlerpretativa del problema.

Sean: r = radio de la base

—
h = altura
. [ v = capacidad o volumen 1200 pulg’
A=z * A = cantidad de metal
= |
La ecuacién del volumen del cilindro es:

v=mr h=1200pulg’ (1)

La ecuacion del area total que se requiere de metal es:

Arca Arca Arca
e tupa latesal
r—— o

¥ 3
A=wri4+arl42nrh=2xr 4+2axrk (2)
De la (1) se despeja b, resultando:

v=mrih

1200=7rth

;1200 ]Alsuslituircn(l]

Trl se liene:

A=2wri4+2wrh

s

A—2nr+ 2 400 Al aplic?ar el primcf' método para calcular
r los maximos y minimos, resulta:
dA 2 400
—=4rr—
dr r

291
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2 400

drr————=10
3
3_9
4 r :40020
2
4r PP —2400=0
4mrd =2 400
. 2400
=
dm
r=235.758 pulg

Al anlizar el valor critico, tenemos:

r=25.758

Un valor un poco menor Un valor un poco mayor

r=>5 r==6
dA 2 400 dA 2400
—=47r— —=47wr—
dr rt dr rs
ﬁ:i’@w(ﬁ}—zimj} ﬁ:4?r(l‘i}—zaﬂ::,i:u
edr (3) dr {6)
L 58 62.831-96 M. 75.398 — 66.067
dr dr
ﬂ=—33.16‘9'= ﬁ=8.?3]=<—?
dr Minimo dr

i

Las dimensiones del cilindro para el cual la cantidad de metal es minima son:

Altura Radio
20 10 r— 5.758pulg
Trl  w(5.758)
h=11.52 pulg

El drea minima de metal es:

A=2xrl4+2rrh

A =2 (5.758)% + 2m(5.758)(11.52)
A=208316+416.777

A =625.093 pulg?

Las dimensiones del cilindro son altura i = 11.52 pulg, radio r = 5.758 pulg;
la cantidad minima de metal para construirlo es de A = 625.093 pulg’.

292
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Mdximos y minimos aplicados a la economia

El procedimiento para determinar los mdximos y minimos (primer mélodo) es un modelo efectivo a seguir
en el campo de la economia.

En la Teoria econdmica se lienen las relaciones entre ¢l beneficio marginal. ingreso marginal y costo
marginal, con respecto al nimero de unidades que se producen o se venden: malemilicamenle se expresa
por la ecuacion:

P (beneficio total) — R (ingreso total) — C (coslo lotal)

La derivada de cada una de las anteriores razones de cambio, nos da como resullado los marginales
(mdrgenes o limites) economicos.

EJEMPLOS s
T
A g 2
.E% A -lL"'EI costo tolal de produccidn de x unidades diarias de un producto es de [% +70x + 50] dolares y el precio
-

de venla de una de ellas es de [H]O —% ddlares; encuentra:

a) El nimero de unidades que se deben vender diariamente para que el beneficio sea maximo.

b) Demuestra que el costo de produccion de una unidad tiene un minimo.
Solucién
a) El beneficio de la venta de x unidades diarias esta dado por la ecuacion: P = R— C

P=x

x} (a2
100 ——=|—{—+T0x + 50
2] [2 * ]

7. .}

Al aplicar el primer método para calcular

los maximos y los minimos, se ticne:

£=3{}—2x
dx
0-2x=0
—2x=-—30
—30
X = —
-2
=15
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(E) que se expresa por la ecuacion: C = —.

Analizando el valor critico, resulta;

Parax =15

Un valor un poco menor Un valor un poco mayor
9 _39_12x 4 302
dx
dP dP
—=30—-2(14 —=30-2(l6
= (14) = (16)
dP
== ar_ =

: f Miximo s )

Cuando x = 153, se tiene un mdximo cuyo valor es:

P=30x —x2-50

P =30(15)—(15?*—50
P=450—-225-50

P=175

C
X

Al aplicar el principio anterior, se tiene:

X 70x450
“—+70x +
[ 2 }

=
X
E=Z 4
2 x
dC 1 50 x2-100
dr 2 12 2x?
¥ 100,
2x2
¥ —100=0
=0

x=10 } Valor critico

294

http://bibliotechnia.com.mx/portal /visor/webl/visor.php

Se deben vender 15 unidades diarias para que el beneficio miaximo sea de 175 ddlares.

b) Para analizar los efectos en los niveles de produccion en el costo. se utiliza la funcion de costo medio

30 } Al aplicar el primer método para calcular

los miximos y minimos, se liene:
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Selucién

Al aplicar el valor critico, se liene:

Andlisis de funciones

Para x = 10

Un valor un poco menor Un valor un poco mayor

x=9 x=11
dC x*—100 dC x*—100
a2 dr  2x?
dC (97 —100 dC (112 —100
dx 2097 211
dC  81-100 dC  121-100
162 dx 242
€ _ 117 -c 4C _ 0086 —
dx (E Minimo dx %_)

Cuando x = 10, se tiene un minimo cuyo valor es:

=270+

X

_ 10 50

C=—+T04

2 10
C—5+70+5=80

El costo de produccion de una unidad tiene un minimo relativo a 10 unidades
diarias producidas con un costo minimo de 80 dolares.

2 ®e¢:Una empresa ha calculado que su ingreso total por un cierto producto estd dado por la ecuacion
R — (52500x + 450x* — x) pesos, en donde x es el nimero de unidades producidas; ;qué cantidad de pro-

R = 52500x + 450x" — x°

Al aplicar el primer mélodo para calcular los mdximos y minimos, se Liene:

— 52 500+ 900x — 3x2

S

3]

52 500 +900x —3x- =0
17 500+ 300x—x* =0
(350 —x}50+x)=0

350 —x=0 504+x=0
—x=-350 xl=—
x, = 350
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Al analizar el valor crilico positivo, resulta:

Para x = 350

Valor un poco menor Valor un poco mayor

x =349 x=1351
ﬁ:I?" 500 + 300x — x* E:1'?' 500 + 300x — x*
dx dx
el =17 500 + 300(349) — (349)° % =17 500+ 300(351)—(351)*
E=I'F’ 500+ 104 700 —121 801 ﬁ:]? 500+ 105 300—123 201
dx dx
ﬂ=3‘539= E=—4{II =
dx Miximo @ B

Cuando x — 350, se liene un maximo cuyo valor es:

R =52 500x + 450x* — x°

R =52 500(350)+ 450(350)* — (350)°
R=18 375 000+ 55 125 000 — 42 875 000
R =173 500 000 — 42 875 000

R =30 625 000

El miximo ingreso se obliene cuando se producen 350 unidades,
siendo esté de 30 625 000 pesos.

EJERCICIO 23

I. Al aplicar el primer método para calcular maximos y minimos, en equipo, resuelvan los siguientes
problemas y en plenaria discutan sus resultados.

e gy | Determina el drea del mayor rectangulo con lados paralelos a los ejes coordenados, que puede ins-
KER—————— cribirse en la figura limitada por las dos pardbolas 4y — 16 — X’ y 8y — x* —16. R ,
Conyetenys 2. Encuentra las dimensiones del mayor rectiangulo que pueda inscribirse en la elipse Sl

Elabora la grificade y — 8 — 1 y determina los puntos que quedan mds préximos a P(0.4).
4. Una pigina rectangular ha de contener 36 cm® de impresion; los mirgenes superior e inferior de

la pagina lienen una anchura de 1 5 em: los margenes laterales tienen 1 cm, jcudles deberdn de ser las

dimensiones de la pagina de modo que la cantidad de papel a emplear sea minima?

5. Un rectangulo tiene un perimetro de 900 m, ;cudles deberdn de ser sus dimensiones para que su
drea sea maxima?

C R I I I R A IO |

6. Encuentra dos nimeros cuya suma sea 120 y de forma que el producto de uno de ellos por el cua-
drado del olro sea maximo.

%

7. Encuentra dos nimeros positivos cuya suma sea 220 y cuyo produclo sea maximo.
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10.

11,

12

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

Andlisis de funciones

El producto de dos ndmeros positivos es 192, ;qué mimeros se habrian de elegir para que la suma
del primero con tres veces el segundo fuera un minimo?

Se ha de construir una caja abierta por arriba a partir de una pieza cuadrada de latén de 12 pulg
de lado, cortando cuadrados iguales de cada esquina y doblando los lados; determina el volumen
mdximo de la caja que se pueda construir.

Un rectingulo estd definido por el eje x y el semicirculo y=+/25—x?, ;qué longitud y ancho debe
tener el rectingulo para que su drea sea mdxima?

Un tridangulo rectangulo en el primer cuadrante del sistema coordenado, esti formado por el eje x,
eje vy la recta que pasa por el punto A(2.3); determina los vértices del tridangulo para que su drea
sea minima.

- - 2 : .
El darca de una superficie rectangular es de 18 m", se sabe que en su interior hay otra de forma que
los miérgenes superior e inferior son de 7 m y que los mdrgenes laterales son de 3 m, determina las
dimensiones de la superficie exterior para que el drea comprendida entre los mdrgenes sea maxima.

Se desea construir un recipiente cilindrico metilico de base circular y de 125 cm’ de volumen; de-
termina las dimensiones que debe tener para que la cantidad de metal (drea total) sea minima, en el
Caso en que:

a) El recipiente sea abierto.
b) El recipiente sea cerrado.

El perimetro conjunto de un circulo y un cuadrado es 24 pies; determina las dimensiones del circulo
y del cuadrado que den un drea total minima.

El perimetro conjunto de un tridngulo equilatero y un cuadrado es 40 cm; determina las dimensiones
del triangulo y del cuadrado que den un drea total minima.

Encuentra dos niimeros positivos tales que la suma del primero con ¢l doble del segundo sea 200 y
cuyo producto sea maximo.

Un ganadero dispone de 2 000 m de malla para cercar dos corrales rectangulares adyacentes. jcudles
son las dimensiones para que el drea encerrada sea méaxima?

Se construye una caja con una picza rectangular de carton de 16 pies por 6 pies, cortando cuatro
cuadrados iguales para formar las esquinas y doblando las cajas, ;qué longitud por lado deben tener
los cuadrados para que la caja tenga el volumen maximo?

Se tienen que cercar dos terrenos, uno es un rectangulo con una longitud del doble del ancho; el
otro un cuadrado. El rectingulo debe contener por lo menos 1 764 m” y el cuadrado por lo menos
800 m’, se tienen 1360 m disponibles de cerca.

a) Sixes el ancho del terreno rectangular. ; cudles son los posibles valores médximos y minimos de x?
b) ;Cudl es el drea total maxima posible?

Una huerta rectangular ha de proyectarse al lado del solar de un vecino, debe tener un drea de 10
800 m’; si el vecino paga la mitad de la cerca medianecra, ;cudles son las dimensiones de la huerta
para que ¢l costo de cercarla sea para el duefio de la huerta minimo?

Determina el didmetro de un bote cilindrico de hojalata de un litro de capacidad para que en su
construccion entre fa menor cantidad de hojalata:

a) Siel bote es abierto por arriba.

b) Siel bote es cerrado.
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genéricas
2

Com
disciplinarss

: 3.

4.

La resistencia de una viga rectangular es proporcional al producto del ancho por el cuadrado de
su espesor; calcula las dimensiones de la viga mds resistente que puede cortarse de un tronco
cuya seccion transversal es una elipse de semiejes a (mayor) y b (menor).

Dada una esfera de 9 em de radio, calcula la altura de cada uno de los sélidos siguientes:
¢a) Cilindro circular recto inscrito de volumen maximo.

b) Cilindro circular recto inscrito de drea total maximo,

¢) Cono recto circunscrito de volumen minimo.

Determina el punto de la curva 2y — x” mds cercano a A(4.1).

Una persona sobre un bote de remos estd situada en un punto M a una distancia de 8 km de un
punto A de la costa (rectilinea) y desea llegar a un punto B de la costa a 9 km de A en el menor

tiempo posible. Determina el camino que debe seguir si se sabe que puede remar a una velocidad
de 3 km/h y andar a una velocidad de 6 km/h.

Determina las dimensiones del cono recto circular de volumen minimo que se puede circunscribir
a una eslera de 8 pulg de diametro.

Se quiere apuntalar la pared de un edificio por medio de una viga apoyada sobre una pared pa-
ralela, de 15 m de altura, situada a una distancia de 12 m de la primera; determina la longitud L
de la viga mads corta que se pueda emplear.

En un cono circular recto r, se inscribe un cilindro circular recto; determina el radio R del cilindro
para que:

a)  Su volumen sea maximo.
b) Su drea lateral sea maxima.

Determina las dimensiones del cilindro circular recto de drea lateral mdxima que se puede inscribir
en una esfera de 12 ecm de radio.

Determina las dimensiones del volumen del cilindro circular recto que puede inscribirse en un
cono circular recto con un radio de 5 cm y una altura de 12 cm.

Il. Aplica el primer método para calcular maximos y minimaos, en problemas de economia y en
plenaria discute tus resultados.

Un fabricante puede tener una utilidad de 40 délares en cada articulo si se producen semanalmente
no mds de 1 600 articulos; la utilidad decrece 4 centavos por articulo que sobrepase los 1 600;
;cudntos articulos deben fabricarse a la semana para obtener la utilidad mdxima?

El costo del combustible que consume una locomotora es proporcional al cuadrado de la
velocidad y vale 3 200 pesos por hora cuando la velocidad es de 80 km/h, independientemen-
te de la velocidad, el costo por hora se incrementa, por otras causas, en 7200 pesos por hora.
Calcula la velocidad a la que debe ir la locomolora para que el costo por kilémetro sea minimo.

Una cantidad bancaria tiene las siguientes tarifas: 30 pesos por cada mil para operaciones de
hasta 50 000 pesos: para la cantidad que sobrepase esta cifra. disminuye la tasa anterior en
0.375 pesos por cada mil; hallar la operacion éptima de manera que ¢l beneficio del banco

sca Maximo.
2

El costo total de produccion de x unidades diarias de un producto es de % +35x + 25| délares

y el precio de venta de una de ellas es de {50 — %]dﬁ]ams_
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Un fabricante vende cada una de sus radiograbadoras en 90 délares; el costo de [abricacion y venta
de x aparatos por semana es: C = 2000 + 15x + 0.0010x7, ; si se pueden producir 12 000 radiogra-
badoras por semana, cuantos aparatos deben fabricarse y venderse para que la utilidad semanal sea
méaxima?

La distancia en autobiis desde Reynosa, Tamaulipas, hasta Cerro Azul, Veracruz, es de 675 km. Al
conductor del autobus se le paga 37.50 pesos la hora, mientras que los costos de llevar al autobiis
a una velocidad estable de x kildmetros por hora asciende a 270 + L3x centavos por kilémetro; las
velocidades minima y maxima legales en la ruta del autobis son 80 y 100 km/h, ;a qué velocidad
fija se debe conducir el autobiis para que el costo total sea minimo?

Una compaiiia puede vender x calculadoras por semana si cobra 100 — 0. 1x ddlares por calcu-
ladora; su coslo de produccion es 30x + 5000 dolares cuando se producen x calculadoras por
semana, jcudntas calculadoras se deberin producir para maximizar la utilidad y cudl serd el precio
de venta por calculadora?.

Un viaje turistico cuesta por persona 250 délares para cualquier nimero de turistas por arriba de
100; el viaje se cancela si hay menos de 50 turistas: sin embargo, por cada lurista por arriba
de 100, el precio por persona disminuye un délar; el niimero mdximo de turistas es de 225,
Jcudntos turistas producirdn el mdximo ingreso?

A una compaiiia le cuesta 0.1x" + 4x + 3 délares producir x toneladas de cemento; si se producen
mas de 10 toneladas, la mano de obra adicional eleva el costo en 2(x — 10) délares. Si el precio
por toneladas es de 9 ddlares, sin importar el nivel de produccion y si la capacidad maxima de
produccion es de 20 toneladas, ;qué produccién maximiza la utilidad?

Una empresa estima que el coslo para producir x unidades de un cierto producto viene dado por
(C = 800 + 0.04x + 0.0002x%) délares; determina el nivel de produccién que minimiza el costo
medio por unidad; compara este costo medio minimo con el costo medio cuando se produccen
400 unidades.

Un comerciante, en la promocion de cierto articulo descubre que la demanda del articulo se
representa por:

2500
~5

X

Supdn que el ingreso total R estd dado por R = xp y que el costo de produccion de x articulos
estid dado por €' = 0.5x 4 500, determina ¢l precio por unidad que da un beneficio maximo.

Una empresa publicitaria gasta x cantidad en cientos de délares y sea P el beneficio, es decir:
2
P=230420x— %, ;qué cantidad de publicidad da ¢l beneficio miximo?
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Formas indeterminadas del cdlculo infinitesimal

. L. . . 0
Determinacién del valor de la forma indeterminada [—6]
. .. flx) . .. .
Si una funcién dada de la forma o) es tal que si fla) = 0y glx) = 0, la funcién presenta la forma inde-
x

para determinar el Iim-’@1 se emplea la igualdad:

: [D
terminada |—
0 T+ g[xl

I
Tt A R 4 5) } Regla de L' Hopital
x4 g[r} x+a g ‘.I)

.- . . . 0
Regla de L’ Hépital para determinar el valor de la forma indeterminada [E]

. f(X)
Dada la fraccion f

g(x)
nuevo numerador y un nuevo denominador. El valor limite de la nueva [raccion, para el valor asignado de la
variable, serd el valor limite de la fraccién original.

se determina la derivada del numerador y del denominador, con el fin de obtener un

Si la primera derivada lambién presenta la forma indeterminada [6]‘ serd necesario determinar la segunda

derivada y puede ser necesario llegar a la enésima derivada, es decir, hasta eliminar la forma indelerminada.

EJEMPLOS
W —
o/ | sen 3
El iT @+- Demuestra que lim =
R x—)
[T
Solucién
Sean flx)=sen3x y g(x)=x } Al derivar, se liene:
P et v =1 Al sustituir en ]Erl c&iuz‘lcién
de la regla de L" Hopital
- 1
fim f(x) lim fj(x)
0 g(x)  x—0g(x)
. sen3x . 3cos3x

lim = lim

0 X 0 1

3

2 G SeosG—Tim A)=3 LEDD.
x—0 1 x—+{ z—{
Nota: El problema anterior se resuelve de la siguiente manera:
a) Para eliminar la indeterminacién [%] es necesario multiplicar numerador y denominador por una
misma cantidad para que la expresién no se altere: por cjemplo:
. sen3x|3 . Jsen3x
lim == lim
P I a0 3x
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b) Si establecemos el teorema para el limite de funciones trigonométricas, por ejemplo:

. senx
lim ==]
0 X

Si este principio se aplica en el limite que estamos analizando, resulta:

sen 3
G preny_ 3 LGB
x—af) X x—
y . .. Ssen3x
Lo anterior se demuestra si lim =1:
0 3x
2 ®e:Demuestra que lim oo :1.
0 3x 3
Solucién
a) Al aplicar el teorema lim e
x—0 X
sl [3] i gl LeDD.
$—0 3x 7 x—al) {3)?37 x—i0 3 3

b) Al aplicar la regla de 1" Hopital

Sean: f(x)=sen7x y g(x)=3x } Al derivar, se liene:

f"( ] . =3 Al sustituir en la ecuacion
X)=cos Tx )=
) r'e de la regla de L.” Hopital

.. 8enTx . TeosTx . TeosT@) ... Tcosh
lim = lim = lim = lim
0 3x x40 3 0 3 =0 3
lim @ — -?— L.C.D.D.
i) 3 3
sen 3
3 @« -Demuestra que lim - r=g.
—0sen2x 2
Solucién
a) Al aplicar ¢l teorema lim =2 — | y lim——=1
—0 X 0 Senx
. sen3x(3x . 3x sen Ex[h]
lim —|=Ilim —
s-osen 2x{3x) x-03x sen 2x(2x

sen 3; 2x
im X sen3x _ 2x _lim3M)-1=3  LcDD.
o0 3x 24 sen2x x40 2 2

b) Al aplicar la regla de L’ Hopital

Sean: f(x)=sen3x yg(x)=sen2x } Alderivar se licne:

' 3 cos 3x v 0! 5 s Sustituyendo en la ecuacion
X) =23 Cos 3Xx = 2 cos
e ¥EW de la regla de L Hopital
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. sen 3x 3 cos 3x . 3cos 3
lim — lim = lim —8=
sshsen2x = ;n2 cos2x z-02cos 2{(0)

G R LB [ I T Y 8

=+02¢cos0 z02(1) 2

Determinacién del valor de la forma indeterminada [E]
-

Si una funcion dada de la forma [-‘{{i;" es tal que si f(a) — oo y g(x) — oo, la funcion presenta la forma
(x

indeterminada [m] Para hallar el lim ﬁ
o0 x mg(ﬂ

0
proceso consiste en adecuar la fraccion dada a la forma indeterminada de {6] ;

la regla de L’ HOpital sigue siendo vilida para este limite, el

EJEMPI.OS .
2 2
E- 1“' 4 +Demuestra que llm ;— =0.

Solucién

Sean: f(x)=x2 y glx)=¢* } Derivando, tenemos:

" : Sustituyendo en la ecuacion
fF=2xy gx)=¢€" o i
de la regla de L'Hopital
lim —f (x_} lim f @)
T—300 g(x} x-sca 8 (_T}
x . 2&x 2+eoo0) o

lim —= lim —= -
oo € ot € e+ oo oo

Como se sigue presenlando la indeterminacion |—| se hace necesario repelir la aplicacion de la regla
& 00
de L' Hopital. Por lo tanto, f"{x}: 2y g"’{x}: er.

! L
f(r} — lim S — lim f”lx}
00 g(x) x—oo @ [I} x—oa & (.I:l
T 2 : : 2 2
Iim —= lim —= lim =—=—
x—stoo €5 xpoa €7 X0 &% e

A
(s.o}

lim 2 —0 L.C.D.D.

x—+|00 G’I
; x
2 ®e:-Demuestra que lim =0.
o0 CSC X
Selucion
Sean:

Jx)=Inx y px)=cscx } Derivando lenemos:

flx)= l y g'(x)=—cscxcolx
x
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Sustituyendo en la ecuacion de la regla de L' Hopital

Lo
IO _ iy L)

lim -
0 gx) 1.0 g(x)
1 1
. Inx . = i =
lim = lim 25 — lim 5
+0CSCX 10—CSC XCOLXY = .0_[ 1 ] cos x]
sen x /\sen x
|
: = . —sen’x —sen’0 0
lim — = lim = - =—
xs0 COS X gxcosx  (D)cos(0) O
sen x

Como se sigue presentando la indeterminacion [E] . se hace necesario repetir la aplicacion de la regla de
L/ Hopital 0

Sean: flx)=—sen2x y g'x)=xcosx
f"(x)=—2senx cosx y g"(x)=x(—senx)+cos x

ﬂ %
g'(x)=cos x—x senx

Sustituyendo en la regla de L' Hopital

fx) [y i f"x)

lim———=lim~——=hm=—;
ss0glx) xoeog(x) xe0g(x)
. Inx . —sen’x . —2senxcosx —2 sen(0)cos(0)
lim = lim = lim —
rCSC X xob XCOSX  xo0cos x—xsenx cos(D)—(0) sen (0)
1-0 1
g LODD:
—0C8C X

Determinacién del valor de las formas indeterminadas (0) (o0) y (0o — o0)
Aplicando la regla de L Hopital estas formas se pueden transformar a cualesquiera de las formas indeter-
. . . (0 0o
minadas anteriores, es decir, [—] y [—] :
0 00
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EJEMPLOS

o ii

g Lr e Demuestra que limarcsenx cscx=1.
Hhr x—0

Seclucién

lim arcsen x csc x = arcsen(0) csc(0) = (0) (oo)
x—0
Sustituyendo directamente el valor de la variable en el limite, se presenta la forma indeterminada (0)(oo);

antes de aplicar la regla de L' Hopital, debemos transformar la expresion, de tal manera que se presente la
forma indeterminada |9] 0 [f—m}
0 0a

Por la identidad trigonométrica:

. . arcsen x
lim arcsen x cscx = lim
x40 0 Senx cscx = .
sen x
arcsenx  arcsen (0) 0 Para lo cual se aplica la regla
]im — ——
o0 SenX sen(0) 0 L' Hopital, lo que resulta:

Sean: flx)= arcsenx y g(x)=senx

flay=

: - g{x)=senx
—X

Sustituyendo en la regla mencionada:
!
tim L& — jjm L&)
0 glx)}  xo0gix)
1

. . arcsenx . J]—x2
lim arcsen x cscx = lim = lim
0 xo0 Senx x-0 COSX

lim :

| 1
— = =]
w0 f1—x2 cosx  J1—(0) cos(D) (IXD)

L.C.D.D.

2 ®eo:Demuestra que lim (cscx —cot x) = 0.

x—dx
Solucién

lim (cscx—colx)=csc 2mcol 2m =0 — 00
x-2w

Sustituyendo directamente el valor de la variable en el limite, se presenta la forma indeterminada
(no — o0): antes de aplicar la regla L' Hopital, debemos transformar la expresion, de tal manera que se

presente la forma indeterminada [E] 0 {E]
00
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. . 1
lim (csc x —colx)= lim [
senx  senx

x—+2x x—27

lim
raIr  SeN X sen 2 0 0

Sustituyendo en la regla mencionada:

f
tim L% _ i £
x—a2x g(_l’} x—2w 14 (_].}

3 ee:Demuestra que lim x%e ** =0.

X—+00

Solucién

X0

forma indeterminada [E] 0 [EJ
0 00

.
. . X oo

lim x?e 2 = lim — = { z}- =
I—+00 PRy o (E}&'

Aplicando la regla de L' Hopital, resulta:

Sean f(x)=2x> y gx)=e*

% i
tim L9 _ i L0
X400 g()f:l X—0a g{x)
2
lim x2¢ 2* — lim ~— = lim ,Zﬂx
X400 x A.rx:.l?'z't T mn zf‘m

S L Hopital. )
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Por las identidades trigonométricas:

scnx

Sean f(x)=1—cosx y g{x)=senx

f'(x)=senx g (x)=cosx

lim x2e 27 = (co)? () 2™ = (o))

(&)

[ 4]

Fl)=2x p'(x)=2e%

2

.
=lim —=—

plx

l-cosx l—cos2m 1-1 O Para lo cual se aplica la
B B regla L'Hopital, resultando:

: . l—cosx . senx
lim (csc x —cotx)= lim ——— = [im
T+ —2x SCNnXx 2= COS X
sen2m 0
= ===0 L.CD.D.
cos 2w 1

Sustituyendo directamente el valor de la variable en el limite, se presenta la [orma indeterminada (o0)(0);
antes de aplicar la regla de " Hopital, debemos transformar la expresién, de tal manera que se presente la

o 4]

(8. 4]

. . . .. |00 . . R
Como se sigue presentando la indeterminacion |— |, se hace necesario repelir la aplicacion de la regla de

Analisis de funciones
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Sean:
fl=x y gh)=e>
=1 g"(x)=2e>

Sustituyendo en la regla de L' Hopital.

f i,
tim 49 — i L9 _ i L9
Tano g{_r} x -mgl:_r_] x—co @ {_I:l

i $%2 — i .rz_l. 1l x 1 1
z"-nmJt ¢ _;lﬂf X x"f"mzeix e x".]:a Qeix  2elw
!t 1 o Lcob
o) oo

Determinacién del valor de las formas indeterminadas (0°), ( 00”) y (1)

Si una funcién de la forma f(x)*

cierto valor de x, es decir:

se presenta como cualesquiera de las tres formas indeterminadas, para

a) f(x) =0y g(x) = 0, resultando (0").
b) f(x) = oc y g(x) = 0. resultando (")
c) flx) =1y g(x} = o0, resultando (17).

Empleando logaritmos naturales en ambos miembros de la funcion dada resulta:

}. _ f{x‘]gfx]
Iny=g(x) } Aplicando las propiedades de los logaritmos resulta:

Iny=g(x)In f(x)

Determinando el [imite de la funcién anterior. presentara la forma indeterminada (0)(oc); antes de
aplicar la regla de L' Hopital, debemos transformar la expresion, de tal manera que se presente la forma

[ @]
ol1—1f
o0

indeterminada [g
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2

Eje

s

>

w

Analisis de funciones

@®=-Demuestra que limx™* =1.

x—)
Solucién
Sustituyendo directamente el valor de la variable

li anx — (()jmn” — ()0
Jr":;_r i en el limite se presenta la forma indeterminada "

Empleando logaritmos naturales en ambos miembros de la funcion dada, resulta:
}l' = xL[I.I:I.!
In y=In xtn*
Iny=tanxIn x
Determinando el limite de la funcién anterior, resulta:

lim ln y= lim In tan (0) In (0) = (0)(oo)
x—i) x—f

Al presentarse la forma indeterminada (0)(oc), debemos transformar la expresion, de tal manera que se

presente la forma indeterminada [%] 0 [E] . a la cual le aplicaremos la regla de L’ Hopital.
00

; . Imx In () ['9)
limtanx In x = lim — e
" roocolx  cot (D) oo

Aplicando la regla de L' Hopital.
Sean: flx)=Inx y gx)=colx

fo—l do——adsx
x
I
lim ﬂ'x}= lim ffx}
T—00 g{X) 1o § [I:l
1 1
R
TR R R R W,
sa0CotX ro0—csc? X xs0 | il X 0
sen? x

Al presentarse la indeterminacion [g] , s¢ hace necesario repetir la aplicacion de la regla de L' Hopital.
Sean f'(x)=-sen’x y g'=x
f""(x) ——2 Sen X Ccos x g"(x) —]
Sustituyendo en la regla lenemos:

fO) _ i LO) _ i L0

[im i — -
-0 g(x) 0g(x) xs0g(x)
. In x —sen?x . —2senxcosx
lim = lim =lim—
0CoLXY 10 X 10 |
lim 2 sen (0) cos (0)=—=2(0)1)=0

0
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Sustituyendo este valor en el limite del logaritmo natural, tenemos:

limln y=10, esdecir: lim y= lim x*"* =¢* =1 L.C.D.D.
x—l x—0 x—+

2 ®e-Demuesira que lim (tan x)™ — 1.

Solucién :

ﬁﬂ"lr (tan x)*=* =

=
2

Empleando logaritmos naturales en ambos miembros de la funcion dada, resulta:

v = (lan x)=*
In y=In (tan x)*=*

In y=cosx Intan x

Determinando el limite de la funcion anterior, resulta:

lim lIny=lim cosx Intanx = cos% = (0} In (c0) = (0)c)

X—— x——

2 2

Al presentarse la forma indeterminada (0)(oc), debemos transformar la expresion, de tal manera que se

presente la forma indeterminada {%] 0 [E], a la cual le aplicaremos la regla de L’ Hopital.

o0
In tan x Intan 0o
lim cos x In tan x = lim = ==
s 2= sen x sec E oo
Aplicando la regla de L' Hopital.
Sean: f(x)=1In lanx y glx)=secx
secly
)= [L g'(x) =sec x tan x
tan x
sec? x
fix)=
lan x
ting L2 _ 3354 £

" w !
ok gD o Zg()

2

seC
. Intanx . sec? x . SECX
lim — lim —180X __ _ fim — % = |im 5=
:.-% 5CC X x.,;secxtanx I% seeX tan x %lan x
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Al presentarse la indeterminacion [—] se hace necesario repelir la aplicacion de la regla 1" Hopital
o0
g =

Sean: f’(x)=sec x y
g"(x)=2tan x sec’ x

f”(,x]:socxtanx

Sustituyendo en la regla, se tiene:

fx lim f{x} = lim f(x)

li =
" {6 . Lz 2"(x)

fim In tanx im % _ fim ;.ec‘/)ar(/ lim 1
x oF el x X ZM;KV 2 secx
2 2

X—b— SeC X x
cos E
im X __ 2 90 4
= 2 2 2

Sustituyendo este valor en el limite del logaritmo natural. se tiene
L.C.D.D.

lim In y=0, es decir: lim y= lim (tan x)** =¢" =1

T X
2 2

X
2
I

.--Demucslm que lim (cos x)x =1
=l

Solucién
Sustituyendo directamente el valor de la variable en

1 1
el limite se presenta la forma indeterminada (1) .

[in}) (cos x)* =[cus (O)]E =(172)
Empleando logaritmos naturales en ambos miembros de la funcion dada resulta
v ={(cos x)%
In y=In (cos x]il

1 Incosx
Iny=—Incosx=
x X

Determinando el limite de la funci6n anterior, resulta:
g . Incosx Incos (0
lim Iny=lim = L
Siin 540 x 0 0

ol _

e e

Al presentarse la forma indeterminada [g} . se aplica la regla de 1" Hopital, resultando

Scan: f(x)=In cosx y glx)=x
f'@)=|——|(—senx) g =1
Iy Senx
Fe= COS X
309
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Sustituyendo en la regla, tenemos:

i
i L% _ gy L
=0 g(x) 0 g (x)

senx
. Incosx o .

lim = lim ﬂ:llm(—tﬂnx,ﬁ:(—lan[}):ﬂ
x— X x—+0 [ x—0

Sustituyendo este valor en el limite del logaritmo natural. tenemos:

lim In y=0, esdecir: lim y= lim (cos xyx=e"=1 L.C.D.D.
x 0 x—0) x—0

EJERCICIO 24

I. En grupo y con asesoria de su profesor, demuestren los siguientes limites que presentan las formas

indeterminadas [E]‘ I—]* (0)oc), (oo —oa), (0°), (%) y (1), aplicando la regla de L' Hopital.
(s &]

Escribe los nimeros B _
comespondientes [ SN TS Sl SR i = B 5 et =d
G fendi =1 x—2 x— I2+r—20 ) 00 X
& 1 & | 1
n sen 2x . nx
pefencias 2. lim ———=1 12.  lim (senx)=x =1 2 timl— ———]—0
Eph.m, =0 In senx P sl K sl
E : . X—arcsenx 1 cschby 1
. 3. lim sec x—tanx=0 13, lIim———=—— 23, lim =—
: i =0 senix 6 3 .1csc8x 3
: ) | i
i 4 lim (m—2x)tanx=2 14.  lim(e* + x)x = ¢? 24, limx* =1
: x JE a0 x—al)
: A TR 5 jger2tes 1 98 Gewessed
" zslb i : 14 cosdx = xD
. I -
: 6. lim |— = |——1 16. Iimt_r}['ll J_1 %. fim-—= .
. 1l ln x In I sl e .rsec? 3x
. 2
: 3
; b fim o E=32 3 gy g ] %, Bt
‘ - X—x—x+1 2 oon tanx 3 o det +2x% 4
: _ ) |
i 8. fim |—=—— ! ]:l 18. lim(14+5x)==¢& 28, lim(l1 4+ x)=tx —¢
‘ xal Lz—1 Inz 2 0 10
: 9. Hili ey 19. limxlnsenx—0 29, Hiii| e ]:-1
¢ i x—1 &0 wolx?  l—cosx 3
E . | 1 1 * Jxl
: 10.  lim [ 5 ———]z— 20.  lim |+3] —en 30, fim¥ 2 _
g w0 (sen?x %2 3 —— X s X
310
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Il. Aplicando la regla de L’ Hopital, determina los siguientes limites que presentan las formas

indeterminadas [%][E] (0)(cx), (o0 — 0c), (09), (0% y (1) y en plenaria discute tus resultados.
(s &

- 2 - S xI
: L lim = 0 i 19. limxese2x
s oo €5 o0 4x x40
- T1
: . e —1 ; . j
: 2. lim 11. limarcsenxcscx 20. lim |cos—
. 0 lan2x T+l T-+00 X
& I .
- 3. lim xx 1% fm——es 21, lim (sec5x — tan x)
8 x-+00 x—w A X—T g,
: . Inx : ;
s 4, lim— 13. lmzx™- 22, lim(1+ x)=t=
- X- n’:i.'\)l'_; x—+0 x—l
. |
e 5. lim(cosx): 14, limx3lnx 23. lim(x 4 1)nx
. x—+0 x—l x—
: | <2 )
. 6. lim (senx — cosx)anx 15.  lim [l R —] 24, lim gtk
. g : T-+00 2x r0cot3x
7. lim (x4 ) i, Hips ek L T ) |
x40 =0 x —sen2x zsoflog (x+1) x
8. limcscwxinx 17, IimM
Tl o0 senx
| > S
9. fim(l 4 2x): 1w W g
R 42 X 4
Verifica tus resultados en laceccion de respuestas. s o o o » s s 5 o 5 5 s s 5 8 8 8 0 6 8 6 ¢ 8 5 5 5 4 ‘e a
@ p
Diferenciales

La notacion de derivada para la [uncion v — f(x) es:

}r'r = % = f"lz_r}

en donde el simbolo & representa el limite del cociente Ly
dx Ax

Ax — 0.
Si la derivada de f(x) es f '(x) para un valor especifico de la variable independiente x y su incremento Ax;
la diferencial de la funcidn dada se denota por el simbolo dfix).y se define por la expresion:

dy
d = fiiAx=Ax
if(x)= f'(x) 7

311
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Cuando f(x) — x, su derivada es f'(x) — 1, sustituyendo en la expresién anterior resulta:

d(x) =1(Ax)

dy=Ax } Diferencial de la variable independiente.

Si v = f{x) resulla que la expresion se representa como:

dy
dy = f(x)Ax—=—=I\;
y—f/Ax =L Ax

Definicién

La diferencial de una funcién es igual al producto de su derivada por el incremento o diferencial de la
variable independiente.

Ejemplos
1. Encuentra la diferencial para la funcién y = 3x".
Siy=3x?

dy = bxdx

2. Calcula la diferencial de la funcién y = 5x° para x — 2 y Ax = dx = 0.02.

y="5a27
dy=15x%dx
dy—15(2)2(0.02)
dy—12

Interpretacion geoméirica de la diferencial

Al analizar el significado de diferencial graficamente se tiene:

¥ = Sea y — fix) la funcion dada y su diferen-
P cial f'(x), que se identifica como el valor de la
¥ = fix) derivada en P: si el incremento de la variable
] independiente Ax — dx — PB y con base en la

\ definicion de diferencial resulta:

y=f(x)
dy = f'*[x:l dx
X
312
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Recordando que el valor de la derivada en cualquier punto de una curva es igual a la pendiente de la
tangente a la curva en dicho punto, tenemos:

dv= f'(x) dx
dy = lan8(PB)

Con base en la grifica se tiene:

BC +— caleto opuesto
tanf = —
PB + caleto adyacente

Suslituyendo se obtiene:

dv = tan8(PB)
= % LBBT _Be Representa el incremento de la ordenada

de la tan correspondiente a dx.

Si dx representa un incremento cualesquicra de la variable independiente x para un punto
P(x. y) de la curva y — f(x) tiene por derivada:

dy f
—_— ri—1 9
f(x)=Ilan

Por lo general, la diferencial de la funcién (dy) y el incremento (Ay) no son iguales. Por ejemplo, de la
grifica tenemos que:

dy=BC } Incremento de la ordenada de la tan en P.

Ay=BP' } Incremento de la ordenada de la funcién de P a P'.

La diferencial como aproximacién del incremento

Si el incremento de la variable independiente dx es muy pequefio. enténces dy y Ay son aproximadamente
iguales, es decir, segiin la grafica anterior se tiene:

Si dx = PB es muy pequeiio, dy = BC = Ay = BP'

Cuando sélo es necesario obtener un valor aproximado del incremento de la funcion, calcular el valor de
la diferencial sera suficiente para resolver el problema.

EJEMPLOS

=

g 1}' 4.0-Calcula un valor aproximado para J835.
io ' Solucién

Sean: y=+/x la funcién representativa de 85,
x=281 por ser un valor proximo al dado y que tiene raiz cuadrada exacla dx — Ax — 4 incremento
de x para tener 85.

313
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y=+x Siy=vx =81=9

dy— BS = y-+dy
T 2dx

2: , J85=9+0.222
=2_J5=6=0.222 s 859222

Si realmente v/85 =9.219 el valor determinado es mayor que el real en 0.003 unidades.

2 ®s:Encuentra una férmula aproximada del drea de una corona circular de radio (r) y ancho (dr), ;cuil es la
férmula exacta?

Solucién
Sean: A = wr?el drea del circulo

dA =representa la [Grmula aproximada

AA = reprenta la férmula exacta

Si A=mr?

dA =2mr dr } Formula aproximada

Por la regla de los cuatro pasos se tiene:
A=mr?

A+ AA=T7(r+ Ar)?
A = —ar?
AA = w7 4+ 2mrAr + w(Ar)?
AA = Ar(2wr + wAF)

AA  NF (2ar + wAr)
Ar XF

AA = (2ar + wARAr } Formula exacta

s-Encuentra una formula aproximada para el volumen de una cascara cilindrica delgada de extremidades
abiertas, donde el radio se representa por (r). la altura como (h) y el espesor como ().

Solucién
Sean: V = ar2h, volumen del cilindro

e=dr. espesorde lacdscara

V=uarth
dv=27rhdr }Férmula aproximada
odv=2mrhe
314
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4 e®e-Calcula un valor aproximado de sen 32° empleando diferenciales.
Solucién
Sean: v — sen X la funcién representativa de sen 32°
x = 30° por ser un valor préximo al dado. ya que sen 30" = 0.5
dx = 27 incremento de x para tener 32°
27 — 0.034906 radiancs
y=senx
dy = cos x dx
dy = cos 30°(0.034906)
dy = (0.8660)(0.034906) — 0.030228
Si y = sen 30° = 0.5, se tiene:
sen 32" =y 4 dy
sen 327 = 0.5 + 0.030228 — 0.530228 rad

Si realmente sen 327 = 0.529919 rad el valor determinado es mayor que el real en 0.000309 unidades.

Férmulas fundamentales para determinar las diferencias de funciones

Las formulas fundamentales para determinar las diferenciales son las mismas formulas que empleamos para
determinar las derivadas. tan solo sera necesario multiplicar cada una por dx; por ejemplo:

1. dic)=0 1. d(m):'lldu
2. de)—dx '
3. dlu+v—w)=du-+dv—dw 12. a‘{lnv}:ﬁ
v
4, dlcv) =cdv
5. dluv)=udv-+vdu 12a. a‘([nv}=£
x
Sa. ad(wvw) = uv dw + uw dv + vw du
6. dv)=m"'dv 13. d{logv]:bﬁdv
v
6a. dx") = nx"'dx
SN T g B k) —228%
7. d|l—=|=—— X
v vl .
14. dia) =a'lnadv
. _du 14a. ad(a®) = " In a dx
Ya € 15. d(e") =& dx
. dl€le £ lSa.d{Ej_engx
I u? 16. diu") — v du + o’ Inudv
d 17. d(senv) = cosvdy
8. dl3h)——"
nv"_ 18. d(cosv) = —senvdv
n
315
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19. d(tan v) =sec 2 vdv

25. diarctanv)= 5
20. d(cotv) = — csc'v dv 1+
21. d(secv) =secvianvdv 26. d(arccotv)— — dv :
22. d(cscv) = —cscveolvdy 1+v-
i _L 21, dlt;a1'c4:',e4::v}=L
23 d(m‘cbcﬂl = ]_v:! vm

28. d(arcescv) =

a‘v
1 —2 il —1

24. diarccosy) =

Nota: las [drmulas 9 y 10 no son diferenciables, va que son casos especiales de derivacion.

Para determinar la diferencial de una funcidn. el proceso mds sencillo establece el determinar la
derivada y después multiplicar por dx.

EJEMPI.OS ™
2
Efu ’if #O-Encucntra la diferencial de las siguientes funciones:
o/ . y=5x-5%° 3. y=h(a*—-x? 5. y=arccsc2x
b _5_ 150 L dy X
& dx  (a®—x?) dx  ZxJax?—1
dy — 5(1—3x%) dx gy 2xdx E A I
. (a*—x?) : x4x?—1
2. y=+4—2x
dy —,23: 3
e e e 4. y=2xtanx?
dx 24— x? v
— = 2xseci(2x) + tanx2(2)
X dx dx
dy=— e s dy=1(4x? secx? + 2ianx?) dx
—x

EJERCICIO 25

. I. En equipos de dos personas, calculen la diferencial para las siguientes funciones para el valor dado
: de la variable independiente y su incremento. Socialicen el proceso de solucion.

. y=3x—8x+ 5, cuandox=1ydx=0.1

Eﬂ.m 0 _‘F=\G+L, cuando x =4 y dx = 0.02
Jx
Com 5

disciplinares 3. y=x,cuandox = —lydx=025

4. y=2x", cuandox = —2ydx=—0.5
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Andlisis de funciones

1
¥ =$? cuando x =2 y dx = (.1

y=x1—x2_cuando x — 0.75 y dx — 0.001

vy = lan x, cuando x — 45" y dx — 0.03528 rad.

v = cos x, cuando x = 30° y dx = — 0.02139 rad.
vy = arcsen 2x, cuando x = 3 y dx — 0.045

v =Inx’. cuando x = 5 y dx = 0.0083

Il. Resuelve los siguientes problemas, empleando diferenciales y en plenaria discute tus resultados.

Un disco meldlico se dilata por la accién del calor de manera que su radio aumenta desde 12 a
12.03 cm. encuentra el valor aproximado del incremento del drca.

Si A es el drea de un cuadrado de lado 8 cm, determina dA y construye una grifica que represente
dA y AA.

Encuentra el volumen aproximado de un tbo de cobre de 35 cm de longitud. 2 cm de didmetro
interno y 3 mm de espesor.

Determina un valor aproximado del volumen de una cédscara esférica de 300 mm de didmetro externo
y 1.5 mm de espesor.

lll. Aplicando diferenciales, determina los valores para las siguientes expresiones.

J65 6. J78 11. cot29°
J37 s 12. sec 59°
V83 LR ETy 13. 1n5.83
5 8. sen6l1” 14. In364
Y63 9. cosd4° 15. &=
:’.Iﬁ;(]_ 10. tan46” 16. ¢

IV. Determina la diferencial para las siguientes funciones.

y=x'—2245"—2x 6. y=3x/x+4
gl 7. y=0+x2N1-x
I :
S e 8. y=10"

9. J=8§*~
P 2 2
i i 10. y=¢€"

y=34-2x2 11. y=e"

317
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. 12. y=In{4 — 3x) T
: ' 25, y=,|—
. 13. y=Iny1+x2 e
E 14. y—Insen2x 26. y= e cos 3x
i 5. y=log(ax+b) 27. W4y + 57 =24
: 16. y=logv4—x? 28. F+6x7+2y =10
E 17. y=2cos2x - -’-'2"‘4\.'@"'23":“
. tand x o
- 18. y= 1 :
. 19. y=xcscx y x
. x 2 2 2
E 20. y:arcsenE 3. x3+yi=r3
8 21. }-'-_arclaﬂ[_rz— 1) 3 E—y=2""
. 22. y=arcsecx 33. W-n'+6y=1
42
23. y=.Jcos5x 3, =2
T 54x
) . 35. y=arccos (3x — 4x)
T4 —2a?
O\Feriﬁca tus resultados en laseccion derospuestas.s s s s v s s s v s s s s s a s E e e e e 0 e
318

http://bibliotechnia.com.mx/portal /visor/webl/visor.php

10/10



14/2/2017 Bibliotechnia -

Autoevaluacién

1. Dada la curva y=27x* —8x2 + 15, determina: a) la inclinacién de # cuando x = 2 y b) los
puntos donde la direccion de la curva es paralela al eje x.

2. En las siguientes funciones, determina los intervalos en los que las funciones son crecientes
o decrecientes y construye sus graficas correspondientes.

N

x2

b) =~8lx—y

-

3. Calcula los maximos y minimos de:

a) y=13x* +8x —24y°

319
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c) y=2cosdx

4. Encuentra la diferencial de las siguientes funciones.

i) _'.r=[ncas~f;

. 16x—4

b) y= x’
=

Gy = 20e>

5. Encuentra la diferencial de las siguientes funciones para el valor dado de la variable inde-
pendiente y su incremento.

a) y = sen 3x cuando x = 30 y dx = 0.02139 rad.
b) y=6xy1—x* cuando x = 0.55 y dx = 0.0001.
320
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de los distintos ejerc

CIOs propuestos

EJercicio 1

().

1.

El calculo infinitesimal estudia las aplicaciones de calculo diferencial e integral.

3. Los fundadores del cilculo diferencial son Isaac Newton y Gottfried Leibniz.

5. Nicolas Oresme establecid que en la proximidad del punto de una curva en que la ordenada
se considera mdxima o minima dicha ordenada varia mds pausadamente.

7. Newton, en el método de las [luxiones estudiaba las magnitudes variables introducidas como
abstraccion de las diferentes formas del movimiento mecdnico continuo, las cuales se denomi-
naban fluentes. Todos los fluentes son variables dependientes que Llienen un argumento comin.

9. Cauchy aport6 las definiciones de funcion de funcidn v funcidn compuesta.

EJercicio 2
(. 1. Es lacorrespondencia de cada elemento de un conjunto con respecto a uno o mas elementos
de un segundo conjunto.

3. La funcion es la regla por la cual se relacionan los elementos de un conjunto con otro.

5. Af(x) se le denomina el valor de la funcién de x. El cual se lee fde x.

7. Es aquella a la que se le pueden atribuir valores diferentes y que solo en un determinado
problema permaneceri contante el valor asignado, es decir, son cantidades que cambian de
valor de un problema a otro, pero a lo largo de un problema no cambian.

9. Esla primera variable de la funcion cuyo valor se determina al asignarle un valor especifico
a la variable independiente.

11. Son los valores posibles entre los extremos del intervalo que una variable puede tomar.
13. La notacion usada para representar a un intervalo abierto es: (a.0) y representa al conjunto
de los valores de la variable tales que a < x < b.
(a.b)={x|la<x<b}
15. El dominio de una funcidn es el conjunto de todos los valores de los primeros elementos

(x) de los pares ordenados y se denota por Domf. El rango de una funcién es ¢l conjunto de
todos los valores de los segundos elementos (v) de los pares ordenados y se denota por Ranf.

EJercicio 3

().

1.

a) El costo de la cantidad que se compra de lortillas depende del peso de tortillas que
adquieres.
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21.

23.

ay. L

b)  El costo del servicio del gas natural depende del volumen de metros ciibicos que se utilicen.
¢} Lacantidad de detergente usado en una lavadora depende de la cantidad de ropa a lavar.

Una funcion algebraica es aquella que esta formada por un niimero finito de operaciones alge-
braicas, digase suma, resta, multiplicacion, divisidn, elevacién de polencias, elcétera.

Una [uncion racional es aquella que se puede expresar como el cociente de dos funciones
polinomiales.

Una funcion entera se expresa como un arreglo de variables sin tener a alguna en el denominador
y no estd alectada por exponentes negativos.

Funcién cuartica.

Es aquella en la cual la variable independiente estd involucrada directamente con las operaciones
indicadas que al efectuarse determinan el valor de la funcion.

Es aquella en la cual la relacion de la variable dependiente con respecto a la variable dependiente
se indica con una sola operacion.

Es una [uncion en la que y no se define directamente como luncién de x. sino que se da como
funcion de otra variable « la cual se define como funcidn de x por medio de .

Es aquella funcion fen la que todos los valores de la varibale independiente llamado dominio
de f satisface la condicién f(—x) = —f(x).

Se determina por la ecuacién f(x)=[x]. en donde el dominio de [ es el conjunto de todos
los nimeros reales y su rango es el conjunto de los enteros como regla de correspondencia, es
decir, [x] es la parte entera no mayor que x.

Es aquella en la cual la variable independiente se ubica como exponente de una conslante
denominada base y que se denota por la ecuacion f(x)=a™

Es aquella cuyo valor depende de un angulo en la expresion trigonométrica del seno, coseno,
tangente, colangente, secanle y cosecanle; se denota por:

flx)=senx filx)=col x
f{x)=rcosx flx)=secx
flx)=tanx flx)=cscx

Es aquella cuyo dominio es el conjunto de los niimeros reales y su rango se limita a la siguiente
regla de correspondencia; se denota por f(x)=|x|, es decir,

xsix>=0
|x|=1_ .
xsix<0

a) Funcién polinomial de quinto orden. explicita. continua e impar.

b) Funcion exponencial continua y explicita.

¢} Funcion circular directa, continua. explicita y par.

d) Funcion irracional compuesta por una funcion polinomial. cibica y continua.
¢) Funcién [raccionaria, implicita y discontinua para x = 3
322
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1) Funcién implicita cuadritica y continua.

£) Funcién polinomial implicita discontinua cuando x = 0.

f1i) Funci6n circular directa, continua, explicita y par.

i) Funci6n escalon constante.

J) Funcién constante.

k) Funcién polinomial lineal. explicita y continua.

1) Funcién signo explicita.

m) Funcién explicita y escalén.

n) Funcién explicita compuesta de la funcion signo con la funcién polinomial cuadritica, continua y par.

i) Funcién compuesta explicita compuesta de la funcién logaritmo con la funcién polinomial lineal discon-
linua e impar.

o) Funcion explicita. polinomial, cuadrilica y continua.

p) Funcién explicita. polinomial, cibica y continua.

g) Funcién identidad, continua e impar.

r) Funcién explicita compuesta de la funcion circular inversa con la funcion lineal discontlinua e impar.
5)  Funcién explicita. funcidn de funcién.

1) Funcién compuesta fraccionaria discontinua cuando x =1.

u) Funcion explicita, polinomial cuadritica y continua.

v) Funcién explicita logaritmo disconlinuo.

w) Funcién explicita, fraccionaria con denominador irracional y numerador de grado cinco.
x) Funcién explicita, racional y discontinua cuando x =10.

¥) Funcidn irracional.

z) Funcion explicita, polinomial cuadritica y continua.

EJercicio 4

(. 1. Jx+3 noesun nimero real para x+ 3 < 0, por tanto, el dominio de F son todos los valores de x para los
cuales se salisface la condicion x + 3 > 0; es decir, x > —3. El cual es representado por el intervalo [—3,00),
el rango de F es el intervalo [0,00).

3. 16—x? no es un nimero real para 16 — x* < 0, por tanto, el dominio de H son todos los valores de x para
los cuales se satisface la condicién 16 — x* >0 es decir, —4 < x < 4. Lo cual es representado por el intervalo
[—4.4], el rango de H es el intervalo [0,4].

5. Tanto el dominio de g como el rango de g son todos los nimeros reales.

323
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17.

19.

El dominio de ¢ son todos los nimero reales y el rango de ¢ es el intervalo [—8,00).

Analizando la funcién se observa que no esta definida en x =—. por lo tanto, el dominio de

| b3

: 5 2 s
G es el conjunto de todos los nimero reales excepto 3 El rango de G son todos los nimeros

reales excepto —4. 5i se reescribe la funcion se obtiene:

v_9x2—4_(31—2][31+2)
7T 342 3x42

=3x—2, 5 X=—,
3

. El dominio de / son todos los niimero reales y el rango de h es el intervalo [0.+00).

El dominio de H son todos los niimero reales y ¢l rango de H es el conjunto {—6,—2.4}.

V9—x? no es un nimero real para 9—x? <0, por tanto, la funcién cuando x < 3 sélo estd
definida para los valores de x para los cuales se satisface la condicién 9 — x?% >0; es decir,
—3 < x<3. Lo cual es representado por el intervalo [—3.3].

Por lo tanto, el dominio de F estd dado por el intervalo [—3,+00) y el rango de F esti definido
por [0,+00).

El dominio de G esta definido por los nimeros reales y el rango de G estd definido por el in-
tervalo (—o0,3].

El dominio de H son todos los nimeros reales, excepto 0. El rango de la funcidn esta definido
por el conjunto {—1,1}.

(Il). No se presenta la solucion por tratarse de ejercicios grificos.

EJErcicio 5

(). Al identificar los dominios y rangos de las funciones se ticne:

i)
b)
c)

d)

e)

£)
)

Dom f = {2.3.4,5,6}; Ranf {0.8,6,2,1} (n
Domg —{0.2,4,6}: Ranf {5.9,7.3} 2
Entonces:

Dom f 1 Domg = {2.4,6} de 1 y 2 se tiene:
f+g=1{29, 4.13), (6.4)}
f-g=1{2,0). (4,42, (6,3)}
f—g={2.-9), 4.-1), (6.-2)}

oo s o)

2 ={(2.0), (3.64). (4.36), (5.4), (6.1)}
g% = {(0.25). (2.81), (4.49), (6.9)}

2f +3g={(2.27), (4.33), (6.8)}

7f —4g={(2.-36), (4.14), (6,—5)}
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) [2f—gl@) =1{2-6-T}={5}
B [f+2e](2)={0+2-9}={18}

K %=|(2,n}.[4,$],[6.§]}

o - B
2¢+3 } 17 3
3. La interseccion entre los dominios es:
Dom f 1 Domg = {x|x €[1.4]}
Por lo tanto,
a) [+g={(xf)+ g f()+gx)=x —9+2x+L;x [14]}
f+g={(x. fx)+gN| f(x)+ g(x) = x* + 2x —8:x €[1.4]}

b) f—g={x.f()—glo)| fx)—glx)=x2—9—2x—Lix e[1.4]}
[—g={x5 fQ)+ )| f(x) + g(x) = x* —2x—10:x € [1.4]}

¢) f-g={(x.f(x) g f(x)-g(x)=(x*—9)-(2x+ D:x [1.4]}
fg={(xf(0)- g0 f(x)- g(0) =20 + x> —1Bx — 9 x €[ L 4]}

f I 1 i I
d — -—_— -—_— S - -
) "x,f(.r] g{x}]‘f(.r} e (x*—9) % E[|+4]I

(2x+1)
= lx,f(.r)- ! ]
glx)

5. El dominio de fes (—oo,4o00), el dominio de g es (—oo,+oo)

o ow |

fix) . {x= —9j;x e[L4]
glx) (2x+1)

a) f+g=x"+2x*+1 con dominio (—o0,+00)
b)) f—g=x'—2x%—1 con dominio (—ov,+00)

5
&) f-g= #—I—l con dominio (—oo,+00)

o L2+l

— con dominio (—oo,+o00) U(0,+o0)
g X

9. 8=fog=(VX) +4=x+4.
El dominio de fes el intervalo (—oc,+-00).
El dominio de g es el intervalo [0, +oc).

Entonces, el dominio de ¢ = fo g es el intervalo [0,+00).
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UNDAD 2

EJERCICIO 6

(0). 1. Ellimite es una especie de cota que a veces puede no ser alcanzable y otras no solo es alcanzable
sino superable. A través de éste se pueden visualizar los cambios en el rendimiento mediante
pequeiios niimeros de unidades.

3. Es el valor que alguna variable puede llegar a tomar sin necesariamente llegar a tomar dicho
valor ya que siempre existird una infinitesimal distancia entre la variable y su limite.

5. El limite de una funcidn en un punto dado es el valor al que se acercan las imdgenes cuando las
variables se acercan al valor limite a. Es decir, el valor al que tienden las imdgenes cuando
las variables tienden a a.

().  No se presenta la solucion por tratarse de ejercicios grificos.

EJercicio 7 — .
3+ x—/3
. 1. fim Brr—V3_ L
M. 1. limx?>=9 x40 x 2.3
x—3
.oAx+3=-2 1
H e g — 3- I —— . —
3. _r||!112{5_x 2y=-12 I”ﬂ = 1
i 5. lim=— s = L
b Iin'l = = b X 4
Iy - "
: 7. lim—— ? g
7. lim(x2 —4)=0 ot =
o 6 et

x—s -2 —
G m w19 Wt 32

(V). 1. f(x)=mx*=2mx

i, fimo 2 5 s
x—3 21+3 g _]' f['}.):_: __}
x x2
. Bxi—2x : I 2
et 5 fa)=—=——
(in. 1. .‘lrltg R 1 P e
3 ]ims—x=5 7. f)=2x*+Tx—1=4x+7
x—f) X
a
2 _2 9. I{_' — af '-l—p‘l —_—_—
5 Iim)Y —|:.r =é Jix e 2yax+b
x—1 = 2 I
a
4 = II f{X)=—=_—
x*+4x-21 : ; 3
13, flx)=yx+9=——
9. | x2—8x412 A / 2Jx+9
e x—2 § fujet . 4
ta — —_— 3
i e _1 Bl gy
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20 —+4 2

M. 1. lim——=—=
s 2—2 -T2 7
3. um e g
T—00 3)’ + 5
2 22243 2
lim —mM8M—=——
2—ioc 2} +x— 512 5
2
R b i B
00 8]:1 = 5x + 3
43
9. fim——=2
x—oo X
EJErciciO 8
(). 1. Lagrifica de una funcion continua es aquella que presenta ausencias de vacio o saltos, es decir,

se lraza sin despegar el ldpiz del papel.

3. Se le llama funcién discontinua a aquella que no cumpla con algunas de las tres condiciones
que cumple una funcién continua.

5. f(x) es continua por la derecha en a.
f(x) es continua en el intervalo abierto (a.b).
f(x) es continua por la izquierda en b.

1. De las propiedades de los limites se deducen las propiedades de las funciones conlinuas, es
decir, si f{x) y g(x) son conlinuas cuando x — a. las funciones siguientes son tambicn conlinuas
enad.

1. f(x)+g(x).
2. Cf(x), donde C es una constante arbitraria.

3 flx)-glx).
f(x)

4. ——. siempre que gla)=0.
g(x)

5. flg(x)). al suponer que f(x) es continua ¢n gla).
(). 1. La funcién polinomial esta definida para todos los nimeros reales y para todo valor de a el
lim f(x) existe, por lo tanto, se concluye que f(x) es continua.

X—aad

3. La funcidn racional estd definida cuando x == 1. El lim f(x) existe, por lo tanto. sélo es nece-
sario analizar la continuidad en x = 1. L

Al analizar los limiles a la izquierda y derecha de 1 se tiene:
lim f(x)=+o00
x—alt

lim f(x)=—o0
x—=l
Por lo tanto, f(x) es continua excepto en x = 1.
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5. La funcién racional esta definida para x -« +5 y para todo valor de @ = +£5 el lim f(x)

X443

existe. En el punto x = +5 el limite de la funcion es del tipo g , de tal forma que:

g x—35 : x—35 : | |
lim — lim ———— = lim _—
x5t x°—125 z 5% (I—S:l(.r+ 5_] a5EX+3 10
! x—35 ; x—>5 : |
lim — = lim ———— = lim =00

5t xs =25 i.asH{(x—5Wx+5) :i.5tx+5

. x—5 . x—5 .

lm ———= lim ————— = |im =—0x
X —25 s x—5Mx45) xS
Entonces,
x—5

lim — = lim ————
st X =25 s (x—9x+3

La funcién presenta dos disconlinuidades. Cuando x = 5, la discontinuidad es del tipo
evitable, y cuando x = —5 es no evitable.

7. La luncidn racional estd definida para x = 3 y —4, ademas para todo valorde a = 3ya = —4
ellim f(x) existe. Para los puntos x = 3 y x = —4 se liene:

I-—+a

. x+4 . x+4 . 1

lim ————= lim ———= lim =400
e 4+x—12 s (x44¥x—3) 13t x—3

. x+4 . x+4 . ] 1
lim ————— lim ———— Im —=——

x-4+x2+x—12:x.4'*(_r+4}(x—3'}=x-4+.r—3 T

La [uncién presenta una discontinuidad en x = 3 y x = —4, siendo no evitable y evitable
respectivamente.

9. La funcién racional estd definida para x == | y x == 4, y para lodo valorde a = 1 y a = 4 ¢l
lim f(x) existe. Para los puntos x = | y x — 4, se liene:

: x—1 . x—1 . 1 1

Im —— = lim ————— = lim

=2 F5x44 - Hx—1 rx—4 3
: x—1 . x—1 : 1
lim ——=|lim ——— = |lim

ot X2 85544 ot (x—4x—1) atx—4

=400

La funcidn presenta discontinuidades en x = 1 y x — 4 la discontinuidad en x — 1 es del
Llipo evitable y la discontinuidad en x = 4 es del tipo no evitable.

11. Las funciones polinomiales 3 — 2x y x, estin definidas en los intervalos (—oo, 1) y [1,00) es
decir, fi(x) es continua para todos los niimeros reales. Se analiza su comportamiento cuando
r=1

Im(3—2x)= lim x
x !|

z—11

La funcién f(x) es continua en los nimeros reales.
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13. La funcidn racional estad definida para x =—3 y para todo valor de @ =—3 el lim f(x) existe.

Para el punto x = —3, se tiene: e
3 x+3
3t x4+ 3

.. La funcién f(x) es continua en los niimeros reales excepto cuando x = —3.

15. Como se sabe. la funcion parte entera tiene discontinuidad de “salto™ en cada entero, es decir,

lim [x —1]=—1
x—+l

lim [x—1]=0

x—lt

La funcion f(x) = [x — 1] es continua por la derecha pero discontinua por la izquierda en cada
entero dado que:

lim [x—1]=a—1 (continua por la derecha)

X—+d

lim [x—1]=a (discontinua por la izquierda)

X *a

La funcion f(x) = [x — 1] es continua en cualquier nimero que no sea entero, ya que s cons-
tante en cada intervalo (a, a + 1) donde a es un entero.

17. La funcion racional esta definida para x -« 2. y para todo valor de @ = 2 el lim f(x) exisle.
Para el punto x — 2 se liene: o

lim =—00
27— —8§

: 5

lim - =40
T2t x° —8

La funcién f(x) es continua en los niimeros reales exceplo cuando x = 2.

19. La funcién racional esta definida para x -« + 2 y para todo valorde a = +2 el lim f(x) existe.
Cuando x = 2 se tiene: xa

Iim

4
x—2 3—\,er+5

4
lim = \IL (3-1-\,’,1 +5 )

.. La luncion presenta discontinuidades en x = £2 | ambas del tipo evitable.

= Iim (3+J'C“—J=
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EJERCICIO 9

().

(.

L

n

e

El cociente de diferencias de y con respecto a x en un intervalo Ax mediante la siguiente regla:

Cambioeny Ax ; : ;
— - — — — Cociente de diferencias

Cambioenx Ay

dy L, o Flx+Av)— f(x)

< S e (R

dx  Ar DAY A Ax

Debido a que el cociente de diferencias de v con respecto ax no es el mismo en todos los puntos.
Es la recta que corta a la curva en dos o mds puntos.

Es el limite del cociente de diferencias de la funcién al incremento de la variable independiente
cuando éste tiende a cero.

El cociente de diferencias de f(x) al pasardex — 1 ax = 2 es:
Af(x) 21-16
Ax  2—1

B o ¢ g &I«
A Ax

=5

Parax=1,

. El cociente de diferencias de f(x) al pasarde x =0 ax = 3 es:

3
At 179 1

Ax  3-0 4

Parax =0, [i(x)=1 ¥ =3 f‘(;):-il_ﬁ_

El cociente de diferencias de fi{x) al pasarde x — —lax =1 es:
Ah{x) 6—8 -
Ax  1+1
Parax=—1, h{—1)=1 y x=1, B()=1L

El cociente de diferencias de fir) al pasarder =3 afr =4 es:

Af(t) ﬁ—u:ﬁ

FAYS 4-3

Parat=3, f'G)=oc0 y 1—4, f"{.ﬁr}:g_

El cociente de diferencias de fi(x) al pasardex = 1 ax =3 es:
f_\.h{___l.j =il
Ax  3+1

Parax=—1, h'(-1)= -8 y =3, F@®=0.
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(. 1. b) Cuandox =0.x =0y parax = 15 y = 0: por lo tanto la distancia total recorrida es de
15 unidades.

¢) x = 7.5 unidades.

d) La razon de cambio instantidneo para cuando la pelota alcanza la altura médxima es en
x = 1.5, por lo tanto:
64

2107 (1.5 =-8.13x10*

dy ?
— ?_S :]—
F(1.5)

3. a) #(2)=500—32(2) =436.
b) Los puntos de interseccion son (0.0) y (31.25.0); 1 = 15.625.

EJercicio 10
L 1
m 1. D _g g & o
dx dx x°
CHC Y g5 & 1
dx dr 2Jx—5
5 ﬂ=3m€2 21. E=—L3
dx dx =
x2
] J I
¢ 5 %:ﬂx—i—ﬁ 29. %:_—x
2(1 —x)2
9. E=2.qw 31. §=_l
dv dx x!
1. -g‘;l:— — 33, gi_— 53
(x+a) X 25x)2
13. %:——]; 35. %=_ E
¥ SN PR
s 3 2 ]
15. i‘,lz__j, 37. ﬂz_i
dx (142 dx a4 2
7. 4y 2ax 30. fi:(}
dy (a4 bx1)? dx
dy .
19, —=2 +
= nim -+ nx)

dy
2. —=-—17+6x
dx
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EJercicio 11 i
35, y'— 3I+ Ox

(6x —5)2(4 —3x)?

M. L y=9x24x-7

3 1 5
37. yY=—x 4+ —x¢
4 | 3 J 5
3. y'=—x3—-6x35-5x 8
: T
5. y' =10x(x? +a?)? ' 2Jx
2 1
% L 125 (. 1 ¥=26)5+(4) 2 =07645
' NI 5
5(—3 15
9 y'——ar?+2bx 3. y=— (=3 ==
, 2+ta? JIO (32 (=5+ (=3)2)2
11.. ¥y = 5
a(2x)? 5 Yoo b 1
- 3
; : 66
13. v'=—x(4+x1}; (5+12)2 Vo
S5bx? +4 7 a;.:—_—'s——i
Lt - "
2(bx +a)? ~
i 9. v’:—%{]) 3 =_%
17. _v’z—_, 3 :
Iz{ﬂz_xz}?_ l] sz_z[é] 7 =§.
5\5 3
a
% p=—g—3 -
(1—ax)2(l + ax)2 3. }1,=£[4)2 i
2—5x
. = - : 1 +8—D+15 8
3(1+5x)3 (14 2x)2 5. ,*,r:(— ) -b8=D o
40x — 20x2 i (—1+4) 9
= X
23. _‘v":—l
(5—2x) EJercicio 12
2a’x 0 1. m=2
25. _“7’2 I 7
(@® — x¥)2(a® +x%)2 f = 63" 26' 5.82"
7. Y = 1 3. m=19
ST 0 — 86° 59’ 13.96"
p dvg? 5
29. u =—m 5. m:z
3.y =Bx+2)(122% +4x-6) 0 = 51°20 24.69"
33_ JZM 7. i :i
(x2+3)2 49

fl = 57 49" 34 83"
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m=—6

) =99° 27" 44.36"

.o m=2

1 — 99° 27" 44 36"

13
m=—
3
=77 038"
B 1
910

8 =177 59' 57"

Parax = —1
y=(=1y-1=-2
—dx+y—2=0
Pa.rax:—g
3
7
-
3 3
V—~§=2x—|——4—

3 3
Parax=-2
y=3—(2=-1
—4x+y—T7=0

Rectla langente:

—dx+y+3=0

Recta normal:

~]~x +y— L5 0
4 - 2
Recta tangente:
—12x+y+16=0

Recta normal:

i_r—l- \f‘—E:O
12 " 6

http://bibliotechnia.com.mx/portal /visor/webl/visor.php
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Respusstas de algunes reactivos de los distintos ejercicios propuestos

Ox+y—16=0
—x+y+35=0
y—1=0
1 3
——x+y+==0
g' YTy
x+y—1=0
—Ex+}'+g=0
5 5

. dx+y+8=0

: y—u’ﬁ=0
Parax =1
y=01y+1=2
—4x+y+2=0
Pamx=-3
y==32+2(-3)—-3=0
dx+y+12=0
Parax=1

y=01P+M=2

Para x =—1

—4x+y+2=0
y=C1P+(H=-2

—4x+y-2=0

Recta tangente:

7 1
——x+y+—=0
FE A

Recta normal:

i,r-l- v—§—0
77 14

Recta tangente:
y—4=0
Recta normal:

x=1
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9. Recla langente: EJercicio 13
Bx+y+4=0 %
dy Bx(x? — (1 4+ x2)3
Recta normal: (). 1. E': )
314+ 22PG+ 2% 434
1 33
dx x—1lx+1¢
(V). 1. Recta langente:
S
—%I+}‘+1:O ax  4x1+x
Recta normal: i J_
2+ y—9=0
dy 8x(x2 —1)?
3. Recla tangente: 9 V=
ecla langente I Rl )
—12x+y+20=0
et I 1 dy 29(1 4 x)
ecla normal: Ve )
dc  2Jx(-3+5Vx +3x)
_i + 1_E_0
TRALS AT - dy  2b—x)(-bJb—x+x)
5. Recla tangente: dx \;’E41f{-b_ x}% =
~Zx+y=0 (5. dy_ 128216 x*)
Recla normal: T odr (16+24x2 + x4
SxHy=0 P T (. (i
2 dc  (—2+(1+x)*)?
19 dy_l4ﬁ;’1+x—3\,fl—x

& (1-03Ja+o

. 1. %_» u' =12(2x3 + 322 —4)11(6x2 + 6x)

d}!

% = '=153x+ 2)*
s “ U (3x )

5 dy o 1
dx JOBx+1P2x+1)
dy (V==8)

T B _gfepf g L.
dx Jx
dy ' 1 ]‘I‘.l'z

9 == . = ——
el
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dy ot 1

Y Y7 | L —
dx -~ 21 =22y

(). No se presenta la solucion por tratarse de ejercicios de comprobacion.

d a2 . 3
V). 1. —x|=——=—
™ e
Isi x>0
—l,si x<0
%_l parax >0
dy
—=—1; <0
~ para x
x|
§ AL eI LS
[ faya
Jr| Lsi Vx>0
Vx| |-1si vx<o0
%:%:pam\f’;}{l
d}l
——=— 0
ya ZJ_ . para Vx <
d xi—
50 —xf —x|=r————(x—x)= 2x—1
dx|r . |r2—,r|tir( = |22 —x[(x J
_xZ_x I,Si IE—I}G
|42 —x| [~1,si x2—x<0
%—(Ex—l) parax?—x>0
%_—{Qr—l} para x> —x <0
d x—3 d —3
7. —3|= Lot N
J 3= 4|d1[ ) |x—3|

r—3 I.S} T—3>0
[x—3| |-1.at 230

—l parax—3>0

——=—1; parax—3<0

=) E*I-E-

335
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9—2x Q—2x

" 1‘9—2x=—3_x ig—h]z ERIE

dx| 3—x ‘9—2,: del 3—x ‘9—21 (3—x)2

3—x 3I—=x

=2 | 1.4 2=

3—x 3—x

92 L

‘ Ml qa 2.

J—x 3—x

- 2= >0

B B g e

dy 3 9 2x

= : pd 0

dx (3—x) 3—x

X X
T iﬁ_ii[i _L[E]
Codx|2| |x|dx\2) |x|\2
5 2

=1 6 ~—=0

L 51 2

X : X

2 —1,si 5{0

ﬁ — ﬂlﬂi}ﬂ

& 2 Py

dy x

—=——; para— <0

dx 2 2
13, L= pg1=F1

dx dx | x|

<[ Lsi x>0

|2 |-1,si x<0

dy

— =0 =0

po para x

dy

—=- <0

T 2; parax

1—x? 1—x?

o iJl—x- |+x2 1—x~ 1+,1c2 3
Tode|V 1422 a‘.r l+r‘ \Hl—xz)[l+x2)3

.-.-_-_“'_____-

336
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Respusstas de algunes reactivos de los distintos ejercicios propuestos

WET)
=2 L =
1+ x2 142
12 32
I, —1,si k> <0
I+ x 1422
dy Tx 1—x?
2
& J1—2)(1+x2) ke
dy 2x 1—x2
dx P 1+ x2

EJercicio 14

dy 9
M. 1 o

5 B_X

dv  2p
g B_O

dx by
7 dy  Axy—3x* -3y
©odx 6xy—2x2—3y?
g dy  x* +3x%y
Cdx 34y

aody 2T+ y(2+3y)
di Bxfl+y+2+3y(2+3y-2{1+)

5, vy

de  x+4,fy
17 dy 3x*—dy
Todx 4x—3y?

19 ﬁ_2_v—312—3_v2
Codx 6xy+2y—2x
21 dy ¥y -2xy—2x
T odx xT—2xy+2y
dy 2xy—3x?
23. i e

dce 3y*—x?

337
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g% @ _metyy

dx 2ay

(1. 1. En el punto dado se tiene:

& 2
dc 0

3. En el punto dado se tiene:
2 |1

5. En el punto dado se tiene:

7. En el punto dado se tiene:

dy 16+ 7

A 33+2 18
9. En el punto dado se tiene:

dy 142 1

dc 243 2

11. En el punto dado se tiene:

dy  2-3(225?7 298
dx 202854352 155

13. En el punto dado se tiene:

dy 2-6+3 1

dc 1+9-18 8

15. En el punto dado se liene:

338
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(. 1. a

b)

c)

d)

e)

Recta tangente:

Recta normal:

Recta tangente:

Recta normal:

Recta tangente:

Recta normal:

Recta tangente:

Recta normal:

Recta tangente:

Recta normal:

Recta tangente:

Recta normal:

http://bibliotechnia.com.mx/portal /visor/webl/visor.php

Respuestas de algunes reactivos de los disfintos ejercicios propuestos

x+10v—32=0

—10x+y+17=0

lx+v:ﬂ

G
-2x+y—-5=0
—§_r-l-v—2=0
» R

i
—3x+y—-5=0

PR
—x+y+7=0
2 25
__+r__=D
o g
—6x+y+11=0
——I-.r+v—E=(J
6 3
—2—.\’4— ——QJS:O
NG 5

—-\?Ex+}'—2ﬁ=0

339
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a) =620 24"
b) 8=102°16'9"
c) =112°37" 11"
d) 8=4223 55"
e) 0= 105" 47" 35"
=4, 5=25 m.

Esercicio 15

(1).

().

3.

El valor del ndmero e estd representado por el limite de su definicion, es decir,

e —lim(1 + x)x = 2.71828182846

Los logaritmos naturales y comunes se relacionan de la siguiente forma:

El logaritmo natural de un nimero cualquiera se determina al dividir su logaritmo comiin por

el logaritmo e, es decir:

a)

N=5
c)

N=9
)

N=18
2)

N=34
i)

N=123
k)

N =694

http://bibliotechnia.com.mx/portal /visor/webl/visor.php

In

340

N

_ logN
 loge
Formula
n N — log N
log e
n N — log N
log ¢
In N — log N
log e
In N _log N
log e
A7 N
log e
n N — log N
log e

Sustitucion

In5=2303log5
= 2.303 (0.6989)
In5=1.609

In9=2303log9
= 2.303 (0.9542)
S In9=2.1976

In 18 = 2.303 log 18
= 2.303 (1.2552)
..o In 18 = 2.8908

In 34 — 2.303 log 34
=2.303(1.5314)
.. In 5 =3.5269

In 123 =2.303 log 123
= 2.303 (2.0899)
o In 123 = 48130

In 694 — 2.303 log 694
= 2.303 (2.8413)
cL In 694 — 6.5436
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Respuestas de algunes reactivos de los disfintos ejercicios propuestos

(i Datos Férmula Sustitucion
b) N=92 logN=InNloge In 92 = 0.4343 log 92
—0.4343 (4.5217)
In 92 — 1.9638
d) N =469 logN=InN loge In 469 — 0.4343 log 469
= 0.4343 (6.1506)
In 469 — 2.6712
i) N = 1024 logN=InNloge In 92 — 0.4343 log 92
— 0.4343 (4.5217)
In 92 = 1.9638
h) N=13975 logN=InN log e In 13975 = 0.4343 log 13975

— 0.4343 (9.5450)
In 13975 — 4.1454

(V) y (V). No se presenta la solucion por tratarse de ejercicios de comprobacion.

dy d

d
. 1. ZEZ=—senyl1—x2 =cosyl—x?—J1—x =— cosy/1 —x2
V1) e V v a:x‘f —— V
. 4y d ;) TR O 7 d 5 x 2 =3 .3
3. E—Elﬂ.ﬂ a- — X" = 8ec \fﬁﬂ = E"Jﬂ —iX ——ﬁsec T —X
dy d X X X
— = g—s8ec— = sec—lan—

dx dx a a a

(V1) y (VIIl). No se presenta la solucion por tratarse de ejercicios de comprobacion.

dy |
i 1 Bt
dx V1 —4x2
' 3
3 B DOy gy
dx sen 3x
5 dy 2cosx—35
dx 3+4seny
. dy (14 y*)2xseny+1
Codx 1—x2(1+y?)cosy
9 dy _ 3y* 4 2ysen2xy
odx 6xy —2xsen2xy

341
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. @ NJxT - yPsen(x +y)+ 2x
dx 2y—Jxl+yrsen(x+y)

y———e'seny
13. ﬂzﬂf—]
dx e cosy——x
¥
5 dy 6yx —+/x* —9y? (cos y + ye*)
Codr [yt —9y? (—xseny+e¥)—x?
17 ﬂ__Ssccl'jx
" dx 2cos2y
19 dy (x+y)
. —— =sen
dx —2sen2y —sen(x +y)
EJercicio 16
d
0 LA T
0. 1yt Y _se-ocn s
‘ L -z @—1¥ 2—xp
3 1|f,ﬂ_i_4[1(2+J;}_ 40
T de 240 @4xP
d £ 1 3
5. '”:— o 2 o
¥ dxa(a.r) 2.:1 {ax)
i . . D 0 S )
- 4y2(x2 + y2)3
2yv+x
4x|2(—= +1{+42y+x)
" 2x N
) Y= =1
: dx
2 ] 2
11. }-”z—%%xm_f]s:_m"—ﬂ
i 9(4 — x2)3
2
13 }‘":i cos2x __cos 213_2 endx
dx \fscn 2x (sen2x)2

15. y"= —Ziscnlx = —coslx
’ dx 2

7. F—tiepe ] 2lost
T E dx x %"

19. _v”=6% 20 = 6e3 (14 6x2)

342
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any. 1.

=

11.

13.

15.

i7.

19.

. 1.

Respuestas de algunes reactivos de los disfintos ejercicios propuestos

y. K 3 5
\_.'m = i in IJ_((] —bx) 2 |=— ﬂ{a —bx) 2
’ 4 3

dx
1 6 18
y" ={—[6x ——]:6+—
: dx x x*
o (2x — y)*(32xy — 8y?) — 24xy(4x —4y)  By(2x — y)?(4x — y) — 24xy(4x — 4y)
- (2x— v N (2x—y)!
752 3 3 &
¥ =:."_i'[_ "':; (a— bx) ?-] = — H_:';_: (a—bx) 3
m . EZ o U
dx

| e
x x2 x
‘l‘m - 4_\-{3 "‘ _1’2}
(—1+4 x2Y
W d er 01— &)+ 37 = 2’
d wial] 2 3
Pl —ee)2 (1—e2*)2 (1—e2)2
w _dloge 2loge
drx x° x
e o (2a)=0
dx

V4 — .fi--(12{]x] =120
? tlx

_ 3(5+4+21x+35x% +351%)
= 7
16x2(14 x)»*

vt-h

y# =¢e2x(120sen3x — 119cos3x)

Esercicio 17

ay. 1

-
3

2,

fl = 146" 27" 35"
! —= 81773 37"
f = 57" 26' 397

343
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EJercicio 18. No se presenta la solucién por tratarse de ejercicios grificos.

Esercicio 19

().

17.
19.

Cuando x — —1, existe un miximo en 5.
Cuando x — 4, existe un minimo en —16.

La funcién no tiene mdximos ni minimos relativos.
256

[FEH NS

Cuando x = 0, existe un maximo en 0 y cuando x =
Cuando x = 0, existe un méaximo en 15.
En x = 4, existe un minimo en —17.

Cuando x = (), existe un mdximo en 1.

1 ; - 3
Cuando x = = existe un minimo en E

Cuando x = —Jg_ exisie un minimo en %

Cuando x — a. existe un minimo en 2a’.
Cuando x — @, un minimo en 24",

Cuando x = 1, la funcién toma el valor de 0.
Cuando x — —2, existe un maximo en (.
Cuando x = —% . existe un maximo en 8.398.
No exislen maximos ni minimos.

En x = O existe un mdximo cuyo valor es 2.
Enx = 1 existe un minimo cuyo valor es 2.

En x = —1 existe un miximo cuyo valor es —2.

Eiercicio 20

.

El punto de inflexion es (3,19).

La curva es concava hacia abajo a la izquierda del punto de inflexion y es céncava hacia arriba

a la derecha de dicho punto.

El punto de inflexion es, (2.0).

La curva es concava hacia abajo a la izquierda del punto de inflexién y es concava hacia arriba

a la derecha de diche punto.

La curva no tiene puntos de inflexion.
La curva es concava hacia arriba.

La curva no tiene puntos de inflexion.

La curva es cdncava hacia arriba.

344
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B

13.

15.

17.

19.

21.
23.
25.

Respuestas de algunes reactivos de los disfintos ejercicios propuestos

La curva no tiene puntos de inflexion.
La curva es concava hacia abajo.
El punto de inflexién es (—1.0).

La curva es concava hacia arriba a la izquicrda del punto y céncava hacia abajo a la derecha
de dicho punto.

La luncién no tiene puntos de inflexion.
La curva es concava hacia arriba para x < (0, la curva es concava hacia arriba para x > (.
El punto de inflexién es (2.—14).

La curva es concava hacia arriba a la izquierda del punto P, y céncava hacia debajo de dicho
punto.

La curva es céncava hacia abajo a la izquierda del punto @ y concava hacia arriba a la derecha
de dicho punto.

Su punto de inflexion no existe.
La curva es concava hacia arriba en todos sus puntos ya que no tiene punto de inflexion.

En la grifica se observa que existe un punto de inflexién, sin embargo, en ese punto la funcién
es discontinua.

El punto de inflexion es (0.0).

La luncidn es concava hacia abajo a la izquierda del punto P y concava a la derecha de dicho
punto.

El punto de inflexidn es (2.0).
Su punto de inflexidén no existe.

El punto de inflexién es (0,0).

EJercicio 21. No se presenta la solucién por tratarse de ejercicios de comprobacion.

Esercicio 22

H. 1

3

11.
13.

La sombra se alarga a una razon de 78.46 m/s.

a) El extremo superior se mueve a una velocidad de 0.8 m/s.

b) La pendiente disminuye a una velocidad de 0.13 m/s.

La velocidad del extremo del cable es: v.—= 1.18 m/s.

El drea de la superficie disminuye con una rapidez de 7.85 cm™/min.
El drea aumenta con una rapidez de 7.85 cm”/min.

La velocidad es de 31.225 m/s.

La velocidad es positiva en los intervalos (0,3) y (8,+00).

La velocidad es negativa en el intervalo (3.8).

345
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EJercicio 23. No se presenta la solucién por tratarse de problemas de aplicacion.

EJERcICIO 24. No se presenta la solucién por tratarse de ejercicios de comprobacion.

Siendo este tltimo el intervalo en el que el automdvil se mueve en sentido contrario.
a) Ent = 2s la particula tiene una velocidad de —4 m/s.

b) Ent = 2s la particula ticne una velocidad de 4 m/s.

¢} Ent = 3s la particula tiene una velocidad de 0 m/s.

Como la moneda va hacia abajo, la velocidad es negativa v — —65.69 m/s.

a) La velocidad después de 3 s es 74 m/s.
b) La velocidad final es de 88.17 m/s.

La torre tiene una altura de 226.80 m.

a) Los moviles tendrin la misma posicion a los 3 s.

b) Los moviles tendrin la misma velocidad a los 2.5 s.

¢} La velocidad de cada movil serd 0.

d) Los méviles se moverin en la misma direccion cuando t;, =3 y #, = 2.

EJercicio 25

n. L

Lh

().

dy =(6x—8)dx =(6—8)0,4)= —%

dy = 2xdx = 2(—1)(0.25) = —0.5

dy = ——edv———L_(0.1)=—0013

3x3 3(2)3

dy = sec” x dx = sec” 45(0.03528) — 0.127

2 2
dy = dx = (0.045)
o1 —4x2 J1—36
A=mr?
r=12
dA = 2@rdr

dA =2m(12)(0.03)=2.2619

A=mr? =m(12)® +dA =452.3893 + 2.2619 = 454.6512

A, =mrt =m(12.03)2 = 454.6541

346
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Respuestas de algunes reactivos de los disfintos ejercicios propuestos

(7%

V =2rrh

dV = 2mhdr = 2w(35)(0.3) = 65.97
V =2mrh+dV =109.955+ 63.073 =175.927
Vi =2m(1.3)(33) =185.825

(. 1. ife_5=}1+¢r=4+$m4.02

L <301

3. YB3=y+dy=3+

5 ] v+ dy [ 0.141
—_— = dy=——— ==
50 ’

S 42%201—06?6
81 3

9 cosd4=0.7194 rad

';
11. cot29=—=+0.0698 ~1.8018 rad

NE

13. In5.83=y+dy=1.75785+0.0051~=1.7629
15. €2? =y+dy="T.389+14778 ~8.8669

(V). 1. dy=(4x’—6x*+5x—2)dx

T 3xdx
o J1-3x2
5 B A xclx
' (3)3f(4—2x2)2
(14 x%) x—3x?
1. dy= [._.JL\.I' i ] — dx
V11— N1—2?
9. dy=m5 In5dx
1. dy= LESNT
» =g e
13. dy=— : ==
N el NS 1+ 52
LT L.
T oax+b
17. dy=—4sen2xdx
347
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19. dy=(cscx—xcscxcotx)dx

)

21. d‘.:i
T4 —x2¥
—5sendx

23, dv=———ilx
T 2 cosdx
__2x[_a2—x?_}__ 2x
5. dy (a® +x?)? a2+12d1_:_ 2a’ xdx
| 5 e Jla? —x2)a? +x2)
a’ +x?
57 d}__=_3x+x
x+35y
x-l-f
29. dy———="Tdx
x
.
¥y
_I.
o
3. dy="rdv=3Lax
= X
_‘33
2
3% gy L =X
T6—2xy
2
35, dy___ 3+

dx
JI—(Bx+4x7)?

348
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